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Szoldatics Jozsef: Uton-modon

Egy feladat és ami réla az eszembe jutott...

A mai szadmban geometria feladatok gytjteményét mutatndm meg, illetve mutatnék beléle felada-
tokat. A cikk cime ,Pitagorasz gotikus ablakai”, szerz6i Magyar Eszter (ELTE Apéczai Csere Janos
Gyakorlé Gimnézium és Kollégium) és Szoldatics Jozsef, azaz én vagyok. A tovabbiak el6tt idéznék
az el6szobol:

, A feladatok eredete a torténelem kiodébe vész el: egyszer csak eldbukkant eqy papirlap, dbrdkkal,
melyeken érintkezd kordk, kirivek, szakaszok voltak és ki kellett szamolni dket. A kezdeti gydjtemény
boviilt az iddk sordn, de nagyon rendezetlen volt.

A haszndlat sordn praktikusnak tint a feladatlap, ugyhogy elhatdroztuk, a feladatoknak adunk valami
szép keretet, leirjuk a megolddsokat és a gydjteményt is dttekinthetden. Reméltik, ha elkészitjik e
terviinknek megfeleld anyagot, akkor mds is jol fogja tudni haszndlni.”

A feladatok eredetileg Pitagorasz tételének a felhasznalasaval lettek megoldva, de ahogyan halad-
tunk, adodtak mas megoldésok is (Descartes tétel, inverzio, ...). A feladatokat besoroltuk szubjektiv
modon, hogy hol, melyik psztalyban lehet hasznalni.

A gytjtemény egy cikk formaban megtaladlhaté a matek.fazekas.hu honlapon....



A feldolgozott feladatok

A cikk 37 feladatot és kb. 60 megoldast tartalmaz. A feladatok abrai a kévetkezdk.







Gytijtemény 5. feladata

Egy egység sugari félkdrbe megrajzolunk két % sugart félkort az dbra szerint

kornek az r sugara, amelyik érinti mind a harom korivet?

Megoldas

Els6 megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!
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Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0F = 0G.

Osszekotjitk az O és C' pontokat. Ez a szakasz atmegy a G ponton is.
Az AF szakasz mer6leges a C' A szakaszra a szimmetria miatt.
Mivel CG = %, ezért
1
ocC = -
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és AE =1, ezért
OA=1-r.
Irjunk fel OC' A haromszogben Pitagorasz-tételt, majd rendezziik!
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A keresett kor sugara:

. Mekkora annak a



Masodik megoldas

Hasznaljuk az érintkezd korok tételét!

Ha az egységsugari félkor atmérGjére tengelyesen tiikrozziik a félkoriveket, négy, egymaést paronként
érint6 kort kapunk.

A sugaraik rendre:

Az érintkez8 korok tétele szerint:
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A Kkeresett kor sugara:
1
r—g.



Harmadik megoldas
Hasznaljunk inverziot!

Az inverzié alapkore legyen az adott, A kézépponti egység sugari kor.

A feladat abrajat erre a korre invertalva (és az egyes alakzatok képét vesszdvel jelolve) kapjuk a
mellékelt abrat.

A k% kor atmérGje kf és kf tavolsaga, azaz 2 egység.

Igy a keresett kor invertalt képének F' pontja 3 egység tavolsagra van az inverzié polusatol, azaz
AF' = 3.

A keresett kis kor F' pontja eredeti helyén
AF = ﬁ = % tavolsagra volt a polustol.

Igy a keresett kor atmérdje:

1 2
EF=1—--=_-

A keresett kor sugara:



Gytijtemény 6. feladata

Egy egység sugaru félkorbe megrajzolunk két, egység sugart korivet az abra szerint. Mekkora annak
a kornek az r sugara, amelyik érinti mind a harom korivet?

1
Els6 megoldas
Hasznaljuk az abra jeloléseit!
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Az ismeretlen kor sugara legyen
r=0FE=0D.

Osszekotjiik az O és B pontokat. Ez a szakasz atmegy a D ponton is.
Az AFE szakasz meréleges a BA szakaszra a szimmetria miatt.

Mivel BD =1, ezért
OB =1+n,

és AE =1, ezért
OA=1-r.

Irjunk fel OBA haromszogben Pitagorasz-tételt, majd rendezziik!
(1—r)?+12=(1+7r)?

1—2r+7r*+1=1+2r+r
1=4r

A keresett kor sugara:



Masodik megoldas
Oldjuk meg inverzioval!

Az inverzié alapkore legyen az adott, A kézépponti egység sugari kor.
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A feladat abrajat erre a korre invertalva (és az egyes alakzatok képét vesszdvel jelolve) kapjuk a
mellékelt abrat.

A k| és kb parhuzamos egyenesek tavolsaga 2 - 5 = 1.
Tehat az invertalt kor atmérdje 1.

Igy pedig a keresett kor invertalt képének F’ pontja 2 egység tavolsagra van az inverzid polusatol,
azaz AF' = 2.

A keresett kis kor F' pontja tehat eredeti helyén
1 1

AF

TAF T 2
tavolsagra volt a polustol.

Igy a keresett kis kor atmeérdje:

A keresett kor sugara:



Gytjtemény 7. feladata

Egy egység sugaru félkdrcikkbe megrajzolunk egy % sugari félkort. Mekkora annak a kdrnek az r
sugara, amelyik érinti mind a két korivet és a félkorcikk atmérGjét is az abra szerint?

Els6 megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen

r=0T=0D = 0C.

Osszekotjiik az O és B pontokat. Ez a szakasz atmegy a D ponton is.

Osszekotjiik az O és A pontokat is. E szakasz meghosszabbitasa atmegy a C ponton is.
Az OT sugér pedig mer&leges T'B érintére.

Mivel BD = %, ezért

1
OB = =
r+ %
és AC =1, ezért
OA=1-r.
Vezessiink be még egy véltozot, legyen:
x =TA.

Es frjunk fel most mar két Pitagorasz-tételt: OT A és OT B derékszogti haromszogekben!

:p2+r2:(1—r)2
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2 2

242 =1-2r 412 (1)

Felbontva a zardjeleket:

1 1
:752+:13+1+r2:r2+r+Z (2)



(2)-bél (1)-et kivonva és rendezve:

—1—1— +1 1+2
T 4—r 1 r
r=3r—1

Ezt visszahelyettesitve (1)-be:

(Br—1°+7r*=1-2r + 72
92 —6r+1+7r2=1-2r+12

92 —4r =0
r(9r—4)=0
4
r = O; ro = §
amelyekhez:
1
T =—1; Ty = 3

Mivel r = 0, ezért ez nem lehet a megoldas. Az eset elfajulé kor (az abra jobb also sarkéaban).

A keresett kor sugara:
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Masodik megoldas

Tikrozzik az abrat az egységsugarn félkor atmérdjére és hasznaljuk az érintkezs korok tételét!

A keresett kor sugara:
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Gytijtemény 8. feladata

Egy egység sugaru félkércikkbe megrajzolunk egy egység sugarta korivet az abra szerint. Mekkora
annak a kornek az r sugara, amelyik érinti mind a két korivet és a félkorcikk atmérgjét is?

Megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Az ismeretlen kor sugara legyen

r=0F =0D = OF.

Osszekotjiik az O és B pontokat. Ez a szakasz atmegy az E ponton is.

Osszekotjitk az O és A pontokat is. E szakasz meghosszabbitasa atmegy a D ponton is.
Az OT sugér pedig mer&leges T'B érintére.

Mivel BE = 1, ezért

OB =r+1,
és AD =1, ezért
OA=1-r.
Vezessiink be még egy valtozot:
x=TA.
Mivel AB =1, ezért
TB=x+1.

Es frjunk fel most mér két Pitagorasz-tételt: OT A és OF B derékszogt haromszogekben!

{ 2242 =(1-r)

(x+1)*+r2=(r+1)°
Felbontva a zarojeleket:

4P =1-2r+12 (1)
42+ 1+ =r42r +1 (2)
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(2)-bél (1)-et kivonva és rendezve:

20 +1=4r

Ezt visszahelyettesitve (1)-be:
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Mivel r9 < 0, ezért ez nem lehet a megoldas.

A keresett kor sugara:
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HasznAlt osszefiiggések

A feladatok megoldasa soran hasznalt Gsszefiiggések roviden a kévetkezdk voltak.

Erintkez6 korok tétele (Descartes-tétel)

Ha négy kor olyan elhelyezkedésti:

I. paronként érintik kiviilrél egymast

akkor a korok sugaraira fennéll az alabbi Osszefiiggés:

1 1 1 1)\? 1 1 1 1
—t =t =+ =2 (S +5+5+5
T 9 rs T4 7“1 7“2 7“3 7“4

II. paronként érintik egymast agy, hogy az egyikiik (k4) tartalmazza a tobbit

akkor a korok sugaraira fennall az alabbi Osszefliggés:

1 1 1 1\2 1 1 1 1
— + + - - — == *2"‘*24‘*24‘*2
T Tre T3 T4 T Ty T3 Ty

III. paronként érintik egymast ugy, hogy az egyikiik (k4) végtelen sugara
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A végtelen sugar egy egyenest jelent. Ekkor a sugar reciproka nulla lesz a képletben.
A korok sugaraira itt is fennall tehét az alabbi Gsszefiiggés:

1 1 1)\? 1 1 1
—+—+—) =2(5+5+
T T9 T3 Tl T2 T3

Tovabbi informaciok : Coxeter: A geometridk alapjai c. konyv (,nagy” Coxéter)

Korcikk és érinté kore
Egy egység sugart w szogi korcikkbe és hozzé érinté kort irunk. (0° < w < 180°)

A korok kozéppontjai r, illetve R tavolsédgra vannak a korcikk mindkét szaratol, vagyis rajta vannak
a korcikk kozépponti szogének szogfelezdjén.

Hasznaljuk az abra jeloléseit !

15



Mivel AE =1, ezért AO, =1—1rés AOgr =1+ R.

Beliilrél érinté kor Kiviilrél érinté kor
AT,.O, haromszogben ATROR haromszéghen
L w T Lw R
Sl — = Sin = —_—
2 1—7r 2 1+ R
(1—r)-sin%:r (l—l—R)-sin%:R
sin%:r—i—rsin% s.ing:R—Rsmg
_ sing _ sing
P=—"2_ =2
1+ sin % 1 —sin %

Megjegyzés
Erdemes megjegyezni:
o w = 0° esetén mindkét Osszefiiggés jo végeredményt ad,

o w = 180° esetén csak a beliilrsl érintG kor ad jo végeredményt.

Korcikkbe irt kor

Ha egy egység sugarn korcikkbe érinté kort irunk, az alabbi 6sszefiiggés allapithaté meg. Hasznéljuk
az abra jeloléseit!

AT, O, haromszogben Pitagorasz tételt felirva:

d2+r2:(1—r)2
Z+ri=r?—2r+1
?=1-2r
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Visszacsatolas

Az Uton-moédon 3. cikkében levé feladattal kapcsolatban kaptam tovabbi megoldéasokat, Tatéar
Zsuzsanna Maéria kollégand irt tobb megoldast. A megoldasok kiiziil egyet kivalasztottam, amit
most megmutatok.

A feladat

n-(n+1)-(n+2)

Bizonyitsuk be, hogy 1-2+2-3+...+n-(n+1) = ; ahol n € NT

Tatar Zsuzsanna Méria, Esztergom megoldésa.

A keresett szorzatot tekintsiik téglalapok teriiletének (fehér téglalapok) és egészitsiik ki (sziirke
téglalapok) tgy, hogy egy nagy téglalapot kapjunk.

1
1
1
1
1_
2
1 2 3 4 5 6
) ) ) n-(n+1)
A nagy téglalap oldalai 24+ 14+ 1+4+...+1=n+1és 1+2+...+n:#.

Tehat a fehér téglalap teriilete:

n-mn n-n 2
(nt1). (2+1): (2+1)

A sziirke téglalapok tertilete:

1.1+1.3+1.6+”_1,”'(7;_1) :(”—1)'7g'(n+1)

amit teljes indukcidval konnyi bizonyitani.
Igy a keresett kifejezés

- 1)2 —-1)-n- 1
12423+ 4n-(n+1) =" ("; J _ (-l Z (n+1)

n-(n+1)2n—4 n-(n+1)-(n+2)

6 3

Tehat
n-(n+1)-(n+2)

3

1-242-3+...+n-(n+1)=
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Zarszo

Kedves Olvaso! Ha egy masik ,szép” megoldast taldl, kérem kiildje el nekem a szolda@fazekas.hu
e-mail cimre. Ezeket az tjabb megoldasokat Osszegytjtve idénként (terveim szerint) szintén meg-

mutatnam.
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