»Vegyuk észre...” feladatok megoldasa ,,észrevétlentl”

Az 50. Ratz Laszlé Vandorgytilésen (Kecskemét) dr. Csorba Ferenc (Gyér) nagyon élvezetes
eléadést tartott a Kvant feladataibdl. Az eléadéaséra foképpen algebrai feladatokat valogatott.
Ott az egyik feladat kapcsan haromszor is elhangzott a ,,vegyik észre...” kezdetii mondat.
Elmondasa szerint ennek a feladatnak a Kvant-ban sem jelent meg mas megoldasa.

Az emlitett feladat egy sorozat n-edik elemének zart alakban valé megadésa volt. A
vandorgyiilésem megbeszélt sorozatok a kdvetkezok (az eredeti sorozatok képzési szabalyat
Kicsit megvaltoztattam a magyar jel6léseknek megfeleléen, de ez a valtoztatds nem érinti a
Iényeget):

1. feladat a =—-(a,,+1) n=32 és  a,=0
n

__n(n-1) : _
2. feladat a, = W(aﬂ_l +1) n32 €s q = 0

(n+2)n(n -1)

3. feladat
T A T e A+ 32

)(an_l+1) n32 é  a,=0

Mindharom esetben a megoldas menete az elemek kiszdmolasa volt egy darabig, majd a
»vegylk észre, hogy ezek az elemek teljesitik a kovetkezé Osszefliggést...” és végul teljes
indukcids befejezés kovetkezett. Minden feladatot elkezdink most is igy megoldani, majd
befejezziik mas modon.

1. feladat megoldasa
Szamitsuk ki sorban az elemeket:

a =0

a, :%(a1 +1):%(0+1):%

S T
a, :E(a,3 +1):%(1+1):%XZ22

Kialakul az a sejtés, hogy
~n-1
! 2
Ez az 0sszefliggés még megsejthetd, de most oldjuk meg sejtések nélkil!
Rendezziik at a sorozat képzési szabalyat a kovetkezé modon:
n-1
a, = _(an—l +1)
n

na, = (n-La,, +(n-1)
irjuk fel a sorozat el6z6 elemeit is ezen a modon:



na, = (n-1)a,_ +(n-1)
(n-1)a,,=(n-2)a,_,+(n-2)
(n-2)a,,=(n-3)a,,+(n-3)

3a,=2a,+2

2a, =, +1

Adjuk dssze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:
na, +(n-1)a, , +..+2a,=(n-1)a,, +..2a,+a,+(n-1)+(n-2)+..+1

na, =a, +[1+2+3+..+(n-1)

azaz
nan:a1+[1+2+3+,,,+(n-1)]:a1+n(n_l)
mivel a sorozat els6 eleme a, =0, ezért
nan:n(n—l)
2
n-1
an:_
] 2
Es ezt szerettlik volna bizonyitani.
2. feladat megoldéasa
Szamitsuk ki sorban az elemeket:
8 =0
2x1 2 1
a,=—-Ia +1)=—(0+1)==
=25 a )= 2 (0+1)=
3:2(3.2"' ):£g1+19:£x1_l
5x4 2066 g 20 6 20
4x3 12 7 . 6_2 27 _27
a, = —— = —+]it=—x—=—
RrTHCRE) 30§20 5 5 20 50

Kialakul az a sejtés, hogy
_(n-1)2n+1)
" 10(n+1)
Itt mar vannak kételyeim azzal kapcsolatban, hogy hogyan lehet ezt észrevenni. Oldjuk meg
sejtések nélkil a feladatot!

Rendezziik at a sorozat kepzési szabalyat a kovetkezé modon:
a _ nn-1) (a,_, +1)
" (h+2)n+1) "
(n+2)(n+1)a, =n(n-1)a,_, +n(n-1)
Szorozzuk végig mind a ket oldalt (n +1)n -nel, ami nyilvan nem nulla. Azért ezt a kifejezést

valasztottuk, hogy a rekurzios 6sszefliggesunkben az index Iéptetése utan egyforma
egyUtthatdk jojjenek létre a két oldalon.

(n+2)n+1Fna, = (n+1n*(n-1)a,_, +n?(n* -1)
A jobb oldal méasodik tagjat kifejtve



(n+2)(n+1)’na, = (n+1)n?(n-1)a,, +n* -n?
irjuk fel a sorozat el6z6 elemeit is ezen a mddon:
(n+2)n+1Yna, = (n+1)n*(n -1)a,_, +n* -n?
(n+1)n*(n -2)a,, =n(n-1F (n - 2)a,_, + (1-1) - (n-2f
n(n-1(n-2)a,_, =(n-1)(n-2f(n-3)a,_,+(n-2)" - (n-2)
5x4*x3a, = 4x3°x2a, +3" - 3°
4x3*x2a, =3x2°x1a, +2* - 2°
Adjuk dssze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:

(n+2)(n+1)’na, =12a, + éi“ - éiz =12a, + éi‘* - giz

i=2 i=2 i=1 i=1
azaz
2 n(n+1)2n+1)3n°+3n-1) n(n+1)2n+1) _
(n+2)(n+1) na, =12a, +
! 30 6
+1)2n+1)é3n*+3n-1 U +1)(2n+1)\3n* +3n -6
:12a1+n(n )6(n )én 5n _1u:12a1+n(n )(2n 3ZJ(n n ):
é 0
“120,+ (n+2)(n+1)n(n -1)(2n +1)

10
mivel a sorozat els6 eleme a, =0, ezért
(n+2)(n+1)n(n-1)(2n +1)
10
_(n-1)2n+2)
a = 7 7
" 10(n+1)
Es ezt szerettiik volna bizonyitani.

(n+2)n+1)na, =

3. feladat megoldasa
Szamitsuk ki sorban az elemeket:

a =0
3x2x1 1
1)=—(0+1)=—
’ m5m( ) 20( )
3:4X3XZ(2+1):i§i+19:ix£_i
7x6x5 3520 g 35 20 25
4_w(s+l):igi+19:£x§_l
81716 28625 g 28 25 5
Kialakul az a sejtés, hogy
__(n-1)n
a, =
10(n +2)

Itt is vannak kételyeim azzal kapcsolatban, hogy hogyan lehet ezt észrevenni. Oldjuk meg
sejtések nélkil a feladatot!

Rendezziik at a sorozat képzési szabalyat a kovetkezé modon:



(n+2)n(n -1)

% = (v a)os n+2) Y

(n+4)n+3)(n+2)a, =(n+1)n(n-1)a,_, + (n+1)n(n -12)

Szorozzuk végig mind a két oldalt (n +3)(n + 2)*(n +1)*n -nel, ami nyilvan nem nulla. Azért
ezt a kifejezést valasztottuk, hogy a rekurzios 0sszefliggésiinkben az index léptetése utan

(n+4)n+3F(n+2°(n+1fna, =
=(n+3)(n+2f(n+1Pn*(n-1)a,_, +(n+3)(n+2)(n +1)’n?*(n-1)
A jobb oldal méasodik tagjat kifejtve
(n+4)n+3f(n+2)(n+1) na, =
=(n+3)(n+2P(h+1’n*(n-1)a,, +
) +n° +9n° +30n" +42n° +9n° - 39n* - 40n°® -12n?
Irjuk fel a sorozat el6z6 elemeit is ezen a mddon:
(n+4)n+3F(n+2°(n+1 na, =
=(n+3)n+2fF(n+1Pn*(n-1)a,_, +
+n° +9n® +30n" +42n° +9n° - 39n* - 40n° - 12n?
(n+3)(n+2P(n+1Pn*(n-1)a,, =
=(n+2)n+1Fn*(n-1f(n-2)a,_, +
+(n-1)° +9(n -1 +30(n -1)" +42(n -1)° +9(n -1 - 39(n -1)* - 40(n - 1)° -12(n - 1)’
7x6°x5°x4%x3a, = 6x5°14°x3*x2a, +3° +9x3° +30x3" +42x3° +9x3° - 39x3* - 40x3° - 1213
6x5°x4°x3%x2a, =514 x3°x2%xla, +2° +9x2° +30x 27 +42x2° +9x2° - 39x2* - 401 2° -12x2°

Adjuk dssze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:

(n+4)(n+3)(n+2(n+1)na, =8640a, +

Qi*+9Qi% +30Qi" +429i° +9Qi° - 39Qi* - 409 i° - 129 i

i=2 i=2 i=2 i=2 i=2 i=2 i=2 i=2
A részletekkel nem untatva az olvasét kapjuk, hogy:
(n-1)n?(n+1f(n+2)f(n+3}(n+4)

(n+4)n+3)(n+2)(n+1fna, =8640a, + 0

mivel a sorozat elsé eleme a, =0, ezért
(n-1)n?(n+1(n+2)(n+3)(n+4)

(n+4)n+3f(n+2(n+1)na, =

10
(n+2)a, = (n 1—01)n
o= (n-1)n
" 10(n+2)

Es ezt szerettiik volna bizonyitani.



A nyér folyaman ismét kezembe kerllt Dr. Lajk6é Karoly a 49. Ratz Laszl6 Vandorgyiilésen
(Debrecen) elhangzott eléaddsan készitett jegyzetem és ott is lattam hasonlo feladatok
megoldasat. A feladat a debreceni egyetemen kiadott jegyzetben is megtaldlhatdé. Ebbdl a
jegyzetb6l szarmaznak a kovetkezo feladatok, melyek koézal a 49. RLV-n is elhangzott a 4.
feladat és itt is igy oldottdk meg a feladatokat:

4. feladat a +a_ =(n-1f 6 =M
L2
5. feladat a, :‘él—ig an_1+L ns32 a=A
e n-1g n-1
n-1
6.feladat a,=1-——a,, ns32 a =1
n
1 n-2 1

7.feladat a,=-—-a,,+ a n33 =1 a,==

n n n-1 n—l n-2 a1 2 2

4. feladat megoldasa
Szamitsunk ki elemeket, hasznaljuk a képzési szabalyt:

a+a=1" b a,=1-a,

a,+a,=2> P a,=4-a,=4-(1-a)
a,ta,=3> P a,=9-a,=9-(3+a,)
a,+a, =4 P  a,=16-a,=16-(6-a,)=10+a

Vegyuk észre, hogy az elemek megadasakor megjelend szamok ,,szépek”, azaz
1=1

3=1+2
6=1+2+3

10=1+2+3+4
Sejtés, hogy a sorozat n. elemét ki lehet szamitani a kdvetkezé maédon:
a, =(-1)"a +(@+2+3+..+(n-1)=(-1)"a, + (n-2n —21)n

Ez az 0sszefliggés még megsejthetd, de most oldjuk meg sejtések nelkil!

3+a
6-a

irjuk fel a sorozat képzési szabalyat egymas utan kovetkezd két elemre:
a, +a,_,=(n-1 n33
a_+a_,=(n-2)
Vonjuk ki az els6 egyenletbsl a masodikat és rendezzik
a,-a,,=(-17-(n-2=2n-3
a,=a,,+2(n-2)+1

irjuk fel ezt az osszefiiggést egymas utan kettesével kovetkezo elemekre:



a, ,+2(n-2)+1
A, = a4 +2(n _4)+1
a,,+2(n-6)+1

Adjuk 0ssze az egyenleteket. Vegyuk figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:

a,=a,+2(n-2)+(n-4)+(n-6)+.]+[+1+1+..)
ahol x értéke 1 vagy 2 aszerint, hogy n paros vagy pératlan szam-e.
Legyen N =2K alaku, ekkor
a, =a, =a,+2[(2k -2)+(2k - 4)+ (2k - 6)+...+ 2]+ (L+1+1+...) =
:a2+4[(k—1)+(k—2)+(k—3)+...+1]+(k—1):a2+4—k(k2_1)+(k—1):
=a,+2k(k -1)+(k-1)=1-a, +2k* -2k +k -1= -a +2k* -k =
4k? - 2k _ n’-n_ n(n-1)
+ =-a + =-q +—~
2 2 2
Legyen N =2k +1 alaka, ekkor
8, = 8y, =8 +2|(2k -1)+ (2k - 3)+ (2k - 5)+ .+ 1]+ (L+1+1+..)=

:a1+4[k+(k-1)+...+1]-k=a1+4@-k=

ak*+2k _ o (2k+1)2k - n(n-1)

=a, +2k(k+1) -k =a, + 2k* +k =
a, +2k(k +1) a2k rk=a = ma 5

Kaptuk tehat, hogy

|-ai+n(n2'1) n=2k
%=1 n(n-1)
la, + n=2k+1
" ™2
Osszefoglalva a paritas szerint kapott végeredmeényeket
a, = (-1)"a, + —n(nz' 1)

Es ezt szerettiik volna bizonyitani.

Most mar kénnyen meg tudjuk hatérozni az elsé elemet, felhasznalva a megadott adatot:

a20=94:(—1)21a1+w:—a1+190 b a=9%
Tehat a keresett sorozat

a, =(-1)"""x96 + n(n -1)

5. feladat megoldéasa
Szémitsunk ki elemeket, hasznaljuk a képzési szabalyt:
L2
a, = %1 - %9 A+ % =1 Ez a kezddertéktol flggetlen érték!
e 1lp



a3:a1—19 Xl+£:£+£:§
g 29 2 4 2 4
.2
a4:%1—19 X§+1:£X§+1:g
e 3g 4 3 94 3 3
.2
5—$1_£9 xg+£_ixg+1:§
¢ 4 3 4 16 3 4 8

Kialakul az a sejtés, hogy

= n 3
&= ohon) M°

Ez az 0sszefliggés konnyen megsejthets. De oldjuk meg sejtés nélkiil.

Rendezziik at a sorozat kepzési szabalyat a kovetkezé modon:

n3?2

(h-1a, =(n-2)a,, +(n-1)
irjuk fel a sorozat el6z6 elemeit is ezen a médon:
(n-17a, =(n-2fa,_, +(n-1)
(h-2fa,_,=(n-3)a,_,+(n-2)

2*a,=1%a, +2
1’a, =0%a, +1
Adjuk dssze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:
(h-1fa, =0%a, +(1+2+3+..+(n-1))

(n-17a, ="
%:Alg

Es ezt szerettiik volna bizonyitani.

6. feladat megoldasa
Szémitsunk ki elemeket, hasznaljuk a képzési szabalyt:



a :1-& :E
2 2877
aszl_gazzl_gxlzg
3 32 3
a4:1-§xa3:1_§xg:£
4 4 3 2
aszl-ﬂxa4:1_£x1:§
5 52 5
Kialakul az a sejtés, hogy
i—; n=2k
%= n+1
— = n=2k+1
T 2n

Ez az 6sszefliggés kdnnyen megsejthets. Oldjuk meg sejtések nélkil a feladatot!

Rendezzilik at a sorozat képzési szabalyat a kovetkezé modon:

n-1
a,=1l-—a, n32
n

na,=n-(n-1)a,_,
na, +(n-1)a,_, =n
irjuk fel ezt az osszefliggést egymas utan kovetkezé 2 elemre:
na, +(n-1)a,, =n
(n-1)a,,+(n-2)a,_,=n-1
Majd vonjuk ki egymasbol ezt a két sort
na, -(n-2)a,_, =1
na, = (n - 2)an_2 +1
A kapott 0sszefuggeést irjuk fel minden masodik elemre
na, =(n-2)a,_,+1
(n B 2)an-z = (n B 4)a'n—4 +1

(i +2)a,,, :miai +1 iT{2}

Adjuk dssze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:

:b%+———:m1+ =0 n=2k
na:|l 2 2 2 2
"+ n-3 n-1_n+1
la + ——=1+—=—— n=2k+1
Ta1 2 2 2
azaz
;::l n =2k
an:',ﬁ+1
I~ n=2k+1
T 2n

Es ezt szerettiik volna bizonyitani.



7. feladat megoldasa
1 n-2 1
a,=-—a,, +——a n33 =1 a,==
n n n-1 n _1 n-2 ai 2 2

Szamitsunk ki elemeket, hasznaljuk a képzési szabalyt:

111 1 1_1
Q===+t —xl=-—t—==
32 2 6 2 3
11 21 1 1_1
=Kt ==t —=—
43 32 12 3 4
11 31 1 1 1
Q= - At == - —+===
54 43 20 3 5

Ez az 6sszefliggés konnyen megsejthets. Oldjuk meg sejtések nélkil a feladatot!

Rendezziik at a sorozat keépzési szabalyat a kovetkezé modon:
1 n-2
a=-—a_,+——a /xn(n-1)10
n n n-1 n- 1 n-2 ( )
n(n-1)a, =-(n-1)a,, +n(n - 2)a,_,

Vezessunk be egy Uj sorozatot a kdvetkezé maédon:

b, = na,
bl:lxal =1
b, =2xa, =1

Ekkor erre a sorozatra
(n-1)na, |= -[(n-2)a, ]+ nl(n - 2)a, ]
(h-1)b, =-b,_, +nb,_,

Alakitsuk most ezt egy kicsit:
(h-1)b,=-b,_, +nb,_,
(n-1)b,=(n-1)b,,-nb,,+nb,_,
(n-1b, -(n-1)b,_, =-nb,_, +nb, _,
(n _1)(bn B bn—l) - _n(bn—l B bn—Z)

Ha b, , =b,_,, akkor az utolso alakbol kdvetkezik, hogy
(n _1)(bn - bn—l) = _n(bn—l - bn—Z) =0

Azaz b, =b,_, ésinnentél mar a tovabbi elemekre b, =b, _,, "'i>n-1,.

Esetiinkben a sorozat elsé két eleme megegyezik, ezért minden elem megegyezik az elsé
elemmel, tehat

b,=1=na,
1
an:_
n

Es ezt szerettiik volna bizonyitani.



Osszefoglalva

Az emlitett feladatok zart alakja az elemek felirasaval és kiszamitasaval hol kénnyebben, hol
nehezebben megsejthets, majd a teljes indukcié felhasznalasaval megoldhatok. Arra szerettem
volna példat mutatni, hogy lehet masképpen is, mert nem minden esetben jon az 6tlet, hogy
milyen szdmokat is latok az elemek kiszdmitasa utan. Segithet a sorozat atrendezése oly
maodon, hogy a rekurzios dsszefliggés azonos egyutthatokat eredményezzen az index léptetése
utan, ami lehet6veé teszi a tagok eltlintetését, majd a zart 6sszefliggés megtalalasat.
Természetesen ez sem csodamddszer és helyenként borzalmas (helyenként brutalis) algebrai
atalakitasok elvégzését teszi szlikségessé, mint itt a 3. feladat kapcsan lathato is volt, ahol 10-
ed foku kifejezést kell szorzatté alakitani. Am lehet, hogy a végeredménynek a 3. feladatban
kapott
__(n-1)n
a,=—7—"~
10(n +2)
kifejezés helyett az egyszertsités elvégzése nélkil kapott
_ n'®+15n° +90n® + 270n" +393n° +135n° - 340n* - 420n° - 144n°
a =
" 10(n+4)(n+3f(n+2)(n+1)n
kifejezés is elfoghatd végeredménynek?

A feladatok megoldésa soran hasznalt dsszefliggések

8. n(n+1)_n?+n

=T

éiz _n(n+1)(2n+1) _2n°+3n° +n

i1 6 6

8 , n*(n+1f _n*+2n®+n?

ar=—5 " 4

i - n(n+1)(2n +1)(3n* +3n-1) _ 6n° +15n* +10n° - n

A 30 30

éif’ _n’(n +17(2n? + 2n - 1) _ 2n° +6n° +5n° - n’

A 12 12

éiB _n(n+1)2n +1)(3n* +6n° - 3n +1) _ 60" +21n° +21n° - 7n° +n

i=1 42 42

éﬂ _n’(n +1f(3n* +6n° - n? - 4n + 2) _3n°+12n” +14n° - 7n* + 2n’

i=1 24 24

éia _n(n+1)(2n +1)(5n° +15n° +5n* -15n° - n? + 9n - 3) _10n° +45n° +60n - 42n° +20n° - 3n
A 90 90
L0l +12(n? +n-1)2n* + 4n° —n® =30 +3) _ 20 +10n° +15n° - 14n° +10n* - 3’
i 20 20

Il
[y
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Feladatok forrasai:
Matematikatanarok 50. Ratz LaszI6 VVandorgyiilése, Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, 2010
kiadvanyban talalhatok a kdvetkezo feladatok, dr. Csorba Ferenc: Vélogatas a Kvant
feladataibol:

1. feladat: 6. oldal, 9/a feladat

2. feladat: 6. oldal, 9/b feladat

3. feladat: 6. oldal, 9/c feladat

A kovetkezo feladatok Dr. Lajko Karoly: Fuggvényegyenletek feladatokban DE Mat. Intézet
Debrecen 2005 kiadvanyabdl szdrmaznak

4. feladat: 14. oldal, 1. feladat (AIME — 1994)

5. feladat: 15. oldal, 3. feladat

6. feladat: 16. oldal, 4. feladat

7. feladat: 18. oldal, 8. feladat

Szoldatics Jozsef
Dunakeszi
Radnéti Miklos Gimnazium
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