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Végtelen sok primszam létezik

1. Bizonyitas:
(Euklidész ie. kb. 300)

Bizonyitsunk indirekt médon. Tegyiik fel, hogy véges sok létezik, ezek legyenek:
2;3,5Kp

Képezziink egy szamot gy, hogy 6sszeszorozzuk a primszamokat és hozzaadunk 1-et:
A=2x3x5xKxp+1

b Ez az A szdm nagyobb a legnagyobb primnél, hiszen legalabb 30-szor nagyobb, tehat csak

0Osszetett lehet.
b Ugyanakkor ha megprébaljuk az ismert primekkel osztani, akkor mindig 1 maradékot kapunk;

tehat nem oszthat6 vellik, azaz prim.
Ellentmondasra jutottunk, igy a kezdeti feltevésiink nem helyes, azaz végtelen sok prim létezik. m

2. Bizonyités:
(Modositott Euklidész)
Bizonyitsunk indirekt médon. Tegyiik fel, hogy véges sok létezik, ezek legyenek:

2;3;5Kp

Képezziink egy szamot gy, hogy 6sszeszorozzuk a primszamokat és elveszink 1-et:
A=2x3x5xKxp -1

P Ez az A szam nagyobb a legnagyobb primnél, hiszen legalabb 30-szor nagyobb, tehat csak

0Osszetett lehet.
b Ugyanakkor ha megprébaljuk az ismert primekkel osztani, akkor mindig az aktudlis osztonal

egyel kisebb maradékot kapunk; tehat nem oszthat6 velik, azaz prim.

Ellentmondasra jutottunk, igy a kezdeti feltevésiink nem helyes, azaz végtelen sok prim létezik. m

3. Bizonyités:
Megadunk egy szdmsorozatot Ugy, hogy az elsé tagjanak legalabb 1 primosztéja van, a 2. tagjanak

legalabb két (kulénb6z6) prim osztdja van, a 3. tagjanak legalabb harom (kiilénbdz6) prim osztoja

van és igy tovabb.
Legyen sorozatunk a kovetkezé:

a, =2
an+1 = an (an +1)

azaz
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a =2 a, =6=2x3 a, =42 =2x3x7

Bizonyitsunk teljes indukcidval. Az els6 elemekre igaz az allitas. Mivel (an;an + 1) =1 ezért

nincs 1-nél nagyobb kdzos osztdjuk. Ha tehat a,-nek n (kiilonbdz6 prim osztdja van, akkor ezek a
primek nem szerepelhetnek a,+1 primfelbontésaban, tehat a,+1 minden, primfelbontasaban
szerepld eleme kiil6nbozik a, primfelbontasban levé elemétél. Legrosszab esetben egy prim van

an+1 felbontdsaban (azaz prim vagy primnek hatvanya), igy an+1 primfelbontésa legalabb n+1

kilonbdz6 primet tartalmaz. m

4. Bizonyitas:
(Fermat féle szamok)

A bizonyitas soran felhasznaljuk, hogy a F, = 22" +1 alaka szamok egymashoz relativ primek.

Hasznéljuk fel a kdvetkez6 tulajdonsagot:

Q
QOF =F.., -2, amit teljes indukci6val bizonyitunk!

'nl n+l n+l n+l 2
i:()Fi“:nﬂ:(|:n+1_2)l:n+1:(22 -1)2° +1):(22 ) -1=

e
-

Legyen i <k és vizsgaljuk most (Fi; Fk)—t. Ekkor (Fi; Fk) = (Fi;é F - 2), azaz a legnagyobb
kdzos osztd osztdja 2-nek, tehat csak 1 vagy 2 lehet. Mivel paratlan szamokrol van sz

esetiinkben, igy a 2 nem jon sz6ba, tehat relativ primek.
Ez viszont azt jelenti, hogy vagy primszamok, vagy olyan primek szorzata, amely primek a tébbi

szamban nem fordulnak el6, tehat végtelen sok primszam van. m
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5. Bizonyités:
A bizonyitas soran hasznalni fogjuk a kdvetkez6 tételeket:

1+p+p2+p3+N+p“<—11 ,ha0<p<1

1+l+1+l+K+l+K ® ¥
2 3 4 n
Bizonyitsunk indirekt mddon. Tegyiik fel, hogy véges sok létezik, ezek legyenek:
2;3;5Kp
Ekkor:
0 0 o, & 0
§1+1+i2+K9%1+1+%+K9%1+l+i2+K9L§1+l+i2+Ki<
e 2 2 ge 3 ge S 0 p p g
< 11x 11x 11xKx 11: 2x3x5xK P
1-% 1% 1-*% 1-+ 2-1 3-15-1 p-1
2 3 5 p
ami egy véges érték, hiszen véges sok szdm szorzatar6l van sz0.
Ugyanakkor:
0 0 o, & 0
a(§1+1+i2+|<‘+"3§1+1+i2+|<9§§1+1+i2+|<9|_§1+1+i2+|<¢:
e 2 ge gg 9 5 g p g
:1+£+1+1+K+E+K
2 3 4 n

amirél tudjuk, hogy nem véges.

Ellentmondasra jutottunk, igy a kezdeti feltevésiink nem helyes, azaz végtelen sok prim létezik. m
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Primek tablazata

4 3 2 1 n 1 2 3 4
(2n+17 +1
(2n+1)? | 81 30\ 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57
(en+17-1| 80N 49\ 26| 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 58
79 | 48 \23\ M 11| 12|13 | 32 | 59
78 | 47 24\\6‘ 2 | 3| 143360
N . |15 | 34
77 | 46 | 23| 8 | 1 | 4 61
x|
(2n+1)"-(n+1)| 76 | 45 | 22| 7 | 6 | 5 | 16 w\s 62
> AN
(n+1)°-(n+2)| 75 | 44 | 21 | 20 | 19 |,18 | 17 N36 \63
74 | 43 | 42 | 41 | 40 ||39 | 38 | 37 \%
73 | 72| 71| 70 | 69 ||68 | 67 | 66 | 65
(2n) +n
(2n+1)° +1=2(2n% + 2n +1) (2n) - 2n=2n(2n-1)
(2n+1)* = (2n+1)(2n +1) (2n) -n=n(4n-1)
(2n+1)? -1=4n(4n +1) (2n)? -2=2(2n? -1} (2n)? +n=n(4n+1)
(2n+1)° -(n+1)=n(4n+3) (2n)* -1=(2n-1)(2n +1)
(2n+1)° -(n+2)=(n+1)(4n-1)  (2n)* =(2n)(2n)
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Paros tokéletes szamok

Ketté hatvany lehet-e?
Nézziik meg, azaz
s(2")= 212"
2n+1 _ 1 - 2n+l
azaz nem lehet tokéletes szam!
Altalanos alak

Keressiik a paros tokéletes szamot n = 2% A alakban, ahol a31és A>1.
Ekkor

s(n)=2n
s(2A)=2127A
slk(w=2
(2 -1)s(A) = 2‘"“1
(2a+1 1% A) - (2a+1 )A+ A
=t -1)s (A)- A)= A
Ez azt jelenti, hogy
s(A)-AlA
Ekkor az A-nak 0szt6i kozil felsorolva 3-at:
1,s(A)-A A

Mivel még lehetnek osztoi, ezért:

1+s(A)- A+ A£s(A)

1+s(A)£s(A)

Ellentmondast kaptunk, azaz a felsorolt 3 0szt6 nem kilénb6zé!
A lehet6ségek:
1. eset:

A=s (A) -A b S (A) =2A P A =paratlan tokéletes szam
és ekkor

28 _1=1  a =0, ami nem lehet a feltételek miatt

2. eset:

1=s(A)-A b s(A)=A+1 P  A=primszam
és ekkor

221 1= A primszam, ekkor

a+1=p prim lehet csak.

Kaptuk, hogy az lehetséges alak:
n=2°"" (2” —1) ahol 2P - 1=prim szam, ami Mersenne-prim. m
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Lucas-Lehmer teszt
Legyen M = 2" -1, ahol p prim.

valamint
L, =4
L,°L, -2 (modM))
Ha L,,°0 (mod M ), akkor p prim.

p=5 M,=25-1=31
L, =4
L, ©42-2°14 mod31
L, ©14? -2=194°8 mod31
L,©82-2=62°0 mod31

p=7; M, =27 -1=127

L, =4
L,©42-2°14 mod127
L, ©14% -2=194°67 mod127

L, ©67°-2=4487°42 mod127
L, ©42°-2=1762°111 mod127
L, ©111*-2=12319°0 mod127
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Baratsdgos szamok
a=3x2"-1 U
b=3x2"" -1 ;, primek, akkor =)
c=3%x22 —16

Hozzuk egyszeriibb alakra a szamainkat:
A= 2 (3x2" —1)312m - 1) = 2" (9x 22" 942" +1)

B =2"(9x22" -1)
Vizsgéljuk most sz osztdk 0sszegét!
s(A)=s(2m(3x2" - 1)3x2m - 1))=s (2" )s (3x2" - 15 (3127 - 1) =
= (272 - 1)i3x27 1312 = 9u (22 )
s(A)=s(A)- A= 9x22"+1(2"+2 -1)— 2“*1(9x22”+1 -9x2" +1):
= 2"1[9i 27 (2072 - 1) - (9x22 - 92" +1]| =
= 2"1[9x 222 _ 9y 2" - 9x2®* 4 9x2" -1|=
= 2"1[9u 2272 — gyt _q]= 2 tfig o - guo i _q|=
= 2"[gip™ _1]= B
s(B)=s (232122 1)) =s (2 ) (3 x 22 - 1) = (272 - 1) 4 22
s(B)=s(B)- B = 9x22" (277 -1) - 27 (32422 - 1) =
= 2"fgx2n (22 - 1) - (9r 22 - 1)) =
= 2"1[9x 222 - gu2" - 9x 22 41| =
= 271181227~ 9u " - 9x22 41]=

- 2n+1[9X22n+1 _ 9x2n +1]: A
Tehat ezek tényleg baratsagos szamok! m

TA=2""ab

1 . baratsagos szamok
B =2""¢c
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Primértéki polinom

Hasznalt azonosséag
a"-p" = (a _ b)(an—l + a.n—2b + a.n—SbZ +K+ azbn—Z + a.bn—l + bn—l)

Ha f(x,)=p, akkor p|f(x, +p)
Legyen f(x)=a,x"+a,_ x"'+K+ax+a,és f(x,)=p
f (Xo + p)_ f (Xo) =4, |_(Xo + p)n - XSJ"' a, |_(Xo + p)n_l - Xg_lj"' K+ al[(XO + p)_ Xo]
Az azonossag szerint minden, kapcsos zarojelben levé kifejezés oszthatd p-vel, tehat
P f(xo + p)' f(xo)
mivel
o f(xo): p,tehat p| f(xo + p)
Tehat nincs olyan polinom, ami minden esetre primértéket venne fel.
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Primszam alak: a+bk

a, ath, a+2h, a+3b, .... atb(a-1) kozo6tt egy biztosan oszthaté a-vel!

Ha a-vel osztjuk 6ket, akkor mind killénbdz6 maradékot adnak, ugyanis

TF., hogy a+bi és a+bj ugyanazt adja, akkor (a+bi)-(a+bj)=b(i-j). Itt b-vel nem lehet oszthato, i-j
pedig Kisebb a-nal, tehat nem adhatnak egyforma maradékot.

Ekkor viszont ,,a” db maradékot adhatnak a-val osztva, tehat az egyik 0!
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