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Lanctortek

Szoldatics Jozsef
Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnazium

1. Lanctortek torténet

Mar nagyon régota ismeretes, hogy a valds szamok kozelithetok lanctortekkel. Felhasznaljak
a naptarkészitésben, szok6évek kiszamitasiaban, fontos konstansok kozelitésére, és szamok ir-
raciondlis voltdnak bizonyitasara.

Elészor Pietro Cataldi 1613-ban kiadott konyvében jelentek meg lanctortek, de szé esik
r6luk Daniel Schwenter konyvében, a ”Deliciae Physic-Mathematicae”-ban (1636) is. 1655-t61
John Wallis t6bb miivében is foglalkozott veliik. Christiaan Huygens nagy nevezdjl torteket és
természeti konstansokat kozelitett veliik: igy szamitotta ki naprendszer- modelljéhez a fogaske-
rekek attétét.

Leonhard Euler levelezésében el6szor a Riccatidi erencidlegyenletekkel kapcsolatban jelentek
meg a lanctortek. Hamarosan azonban mar maguk a lanctortek kezdték érdekelni, és megalapoz-
ta a lanctortek elméletét. Belatta, hogy a valds szamok lanctortbe fejthetok az euklidészi algo-
ritmus altalanositasaval; hogy a racionalis szamok lanctortes alakja véges; hogy a végtelen peri-
odikus lanctortek masodfoku raciondlis egyttthatos egyenletek megoldasai; és hogy a lanctortes
kozelités valamilyen értelemben a legjobb.

(Idézet a 3. forras 4. oldalardl)
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2. Lanctortek elméletébdl...

1. Definicié. Egy dltalanos lanctort egy olyan kifejezés, aminek alakja
by
ba

ag +
ay +

b
as + 3

as +

Nem tort alakd leirdsa:
by | ba| bs| by
aw+—+—+—+—+...

a1 laz  fas  |ag
2. Definicié. FEgy dltalanos lanctort egyszeri; (vagy reguldris), ha by = by = bg = ... =1 és
ai,as,az ... € NT azaz alakja
1
ap + 1
ay + 1
g+
a3+ ———
as+ -

Nem tort alakd leirdsa:
[a07a1,a27a3,a4, .- -]

3. Definicid. Véges a lanctort, ha véges sok tort alkotja.
1. Tétel. Véges requldris ldnctort értéke raciondlis szam.

Bizonyitas: A lanctort legalsé szintjén levo egészet és tortet k6zos nevezore hozva, igy eggyel
kevesebb lesz a szintek szama. Ezt a 1épést ismételve eljutunk oda, hogy a végén csak egy
tort kifejezésiink marad, ez a tort a véges lanctort értéke. Minden 1épésben egész szamokkal

dolgoztunk (kiilon a szamlaldra és a nevezdre is igaz), igy a végén egy raciondlis szdmot kapunk.
O

2. Tétel. Minden raciondlis szam alakja véges requldris ldnctort.

Bizonyitas: Tekintsiik a lanctortté alakitas folyamatat. Egy adott szint elérésekor a kapott
tort legyen £, ahol p < q. Ekkor a kovetkezd 1épés:

q7
p 1 1

q % a; + %
ahol ¢ < p. Tehat egy olyan tortet kapunk, aminek a szamlédléja kisebb, mint az el6z6tort
szamlaldja volt. Azaz kapunk tortek egy olyan sorozatat, ahol a szamlalé egész szam és rendre
csokken. Mivel az egész szamok alulrdl korlatosak, ezért véges sok 1épés utan el fogjuk érni azt
az allapotot, amikor a maradé tort szamlaldja 1, tehat ledll az eljards, véges lanctortet kapunk.

O
Tekintsiik a kovetkezd atalakitast:
67 16 1 1 1 1

16 3+ 16 3+ 15 3+ —T
3 54 =
+ 3

Nézziik a kovetkezo Euklideszi-algoritmust

67 :53=1 53 :16 =3 16 :3=5 3 :1=3

16 3 1 0
Osszevetve a hanyadosokat 1;3;5; 3, amelyek megegyzenek a tort atalakitéssal.
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3. Nevezetes lanctortek

3.1. 7 lanctort alakjai

A 7 egyszerl lanctort alakja nem ”szép”, azaz nem ismétlédd, nincs benne valamilyen logikai
szépség. Alljon itt elOszor is ez.

r=[3:7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,...] =

1
74+ 1
15+ T
1+ 1
292 + T
1+ 1
1+ 1
1+ 1
2-|—1 I
+3 i
T
14+ —
Viszont 1éteznek m-nek ”szép” lanctort alakjal, alljon itt par példa:
4 4
=0+ 2 =0+ 2
1+ 22 1+ 52
2+ 52 3+ 32
2+ ) 5+ Z
2 7
o o
12 2
6+ 1/1+
5? 1/2+
o 7 13+
6+ 2 / 1/44---
6
T
=2 2 =2 4
= +1 1.2 = +3 13
+1 7.3 +4 3.5
T3 Tt 5.7
1+ 4+
1+ 4+

3.2. e lanctort alakjai

e=1[21,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,... ,1,2k,1,...]

e =(7:2,1,1,3,18,5,1,1,6,30,8,1,1,9,42,11,1,1,12,54,14,1,1...,3k, 12k +6,3k+2,1,1.. ]
=[lin—-1,1,1,3n—1,1,1,5n — 1,1,1,7n — 1,1,1,...] n>2

.n—1 5n—1 n—1 11n—1 13n—1 17n—1 I
[1; 254, 6n, 221 1,1, T2t 18, =L 1,1, 18221 30n, 1021 1,1, ] n = pératlan

e

3o 3=

(&

Matematikai Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -3/9-



Szoldatics Jézsef: Lanctortek

1
(e—1)"t=0+ 5
1+
3
2+3+ a
4+
2
(\/5_1)1:1"1' 4
3+
6
54 S
7+
9+ -
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4. Feladatok

4.1. Készitsiik el a véges (végtelen?) lanctort...

Készitsiik el a véges (végtelen?) lanctort alakjat a kovetkezé szémoknak:

7 17 121
3

;b)) —; C’)E’ d)V2;, e)V3; f) \/52_1

4.2. Adjuk meg a kovetkezo szamokat a ”szokasos” ...

Adjuk meg a kovetkezd szdmokat a ”szokasos” médon:

a) [1;1;2] = b) [151;1; 2] = c)[1;2;3;4] = d.) [1;

4.3. Szamitsuk ki a pontos...
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5. Megoldasok

5.1. Készitsiik el a véges (végtelen?) lanctort...

Készitsiik el a véges (végtelen?) lanctort alakjat a kovetkezé szémoknak:

a.) g; b.) 17, c.) 121, d)V2; e)V3; f) \/52_ !

7’ 137
Megoldas
7 1
) - =2+= = 2; 3
17 3 1
b) - =2+-=2+%=24+—= = [22;3]
7 7 7 1
3 24+ =
3
121 4 1 1
¢) —o =9+ 5 =9+ =9+—5 = [%3;4]
13 13 13 5.1
_|_7
4
21 1 1 1 _
d.)\/§:1+\[ =1+ =1+ =1+ = [1; 2]
1 1++v2 1 1
2+ 2+
1+4/2 Lot
1+v2
V3—-1 2 1 1 1
e) V3=1+ =1+ =1+ =1+ =1+ =
) 1 1+3 14++/3 . V3—1 L1
) 2 Tt 1++3
=1+ i = (15 1; 2]
1+ |
2+ — =
1+
1++3
V5 —1 V5 —1 2 1 1
f =0+ =0+ =0+ =0+ = = 0; 1
) 3 2 1+5 V5 +1 Vb —1 0: 1]
1+
2 2
5.2. Adjuk meg a kovetkez6 szamokat a ”szokasos”...
Adjuk meg a kovetkezd szdmokat a ”szokdsos” médon:
a) [1;1; 2] = b) [151; 1; 2] = c)[1;2;3;4] = d) [1;1;2] = e) [1;2,1] =
Megoldas
1 1 2 5
a.) [1; 1; 2] = l+——=l+g=1+5-=~
141 3 3 3
+ = 2
2
1 1
b) 131 1;2] = 1+71:1+€:1+§:§
5 5 5
1+71 3
1 _
3

A szdmolds kozben felhasznaltuk az el6zé feladat végeredményét.
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1 1 13 43
c.) [1; 2; 3; 4] = 14 ———— =1+ =14+ ===
1 4 30 30
24 —— 2+ —
341 13
4
1 1 1 2 3
) L2 =  z=1+ =1+ gt et
1 1 T+ 2 T+ 2
14 1 1+ 1
94 - +x
1
T
Megoldva a kapott egyenletet (z > 0):
2043
€T =
z+2
2?2 +2c = 2¢+3
2 = 3
r = V3
1 1 3 1
e.) [1;2;1] = r=1+ 1 :1_{_71:14_23:1:2:13—1—1
2+ - 2+~ kLo
1+ - 1
14
Megoldva a kapott egyenletet (z > 0):
3x+1
€T =
2z +1
22+ = 3x+1
202 -2z -1 = 0
r = V3
5.3. Szamitsuk ki a pontos...
Megoldas
A keresett...
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6. Forrasok

1. http://en.wikipedia.org/wiki/Continued fraction
2. http://mathworld.wolfram.com/ContinuedFraction.html

3. https://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak /bsc_mat /2013 /dolecsek_mate.pdf
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