Napjainkban egyre tobb versenyen jelenik meg rekurziv sorozat. Ezek megoldasahoz ad otleteket
ez az elbadés, A feladatok csoportositva vannak megoldasi modszerek szerint. Egy ilyen csoport elsé
feladatat megoldjuk itt az eléadason és ennek felhasznalasaval javaslom a tébbi feladat megoldasat.
Konnyitésil a cikk végén megtalalhatok a feladatok végeredményei.

Természetesen ezen feladatok esetében mindig jarhatd Gt az, hogy kiszdmolunk néhany tagot a
sorozathol, megsejtjik a zart alakot és ezt az alakot teljes indukcié felhasznalasaval bizonyitjuk. De ez
nem minden esetben jarhatd ill. véleményem szerint altalaban nem jarhat6. Ennek bizonysaga, hogy ha
a kovetkezo feladatokban a sorozatok elemeit kiszdmoljuk, nem lehet olyan egyszertien rajonni a zart

alakra.

Feladatok

Ha maés nincs megadva, akkor minden sorozat esetében a feladat:

Rekurziv sorozatok
Szoldatics Jozsef
Dunakeszi, Radnéti Miklés Gimnazium

»Adjuk meg zart alakban a kdvetkez6 sorozatot!”

1. a =1 a,=a,,+5 n32

2. a =1
3. a =1
4. a =1
5. a =1
6. a =1
7. a1:O
8. a =0;
9. a1:O
10. a, = A;
11. a, =1,

a,=3a,,+5 n32

,=3a,_,+tn n32
a,=3a,,+n+5 n32
=T7a,_+n*-3 n32
an:nrzl(an_ﬁl) n32
o= n(n-1)

) (an—l + 1)

" (h+2)n+1
(n+1)n(n-1)

B = (s )+ 3o+ 2)
W2
anzﬁl— 1 gan_1+ L
g n-1g n-1
anzl—n_lan_l n32

ns3?2

+1) n32

n32



12. a, =1 a,=¢l- 5-+a,, n32

e Ng
13. 2, =1 a, =(n-1)a,,+n*-3n+1 n32
— 9. —_ an—l
14. 8, =2; a,=a,,+4 7+2 ns2
— 1. — 1 3
15. a, =1, a”_a”‘l+n2—n ns2
16. 8 =1 a = 2013a, , + 2012 N32 T
2014, - 2013
17. a, =1; anzzagl"l_4 ns?2 Byp5 = ?
n--1
2a,, -1 _
18. @, =3, an:ﬁ ns2 Ay = 7?
19. 8, =1 a,=9+6./a +a,+..+a,, ns?2
20. a, =1 a, =25+10./a, +a,+..+a,, ns2
21. a, =1 a,=4+4/a +a,+..+a,, ns?2
— 1. — n+1 3
22. a, =1 an—n_l(a1+a2+...+an_1) n3?2
23. a4, =1 a, = 116(1+ 4a , + 1+ 24an_l) n32 Bizonyitandé:""a, TQ
24. &, =1 a, = ;(3an_l +./5a%, —4) n32 Bizonyitands:""a, TZ
25.a,=1 a,=3a,,+/8a°,-8 n32 Bizonyitands:""a, T2
26. a, =2; na, =2(2n-1)a, n32 Bizonyftandé:""a, TZ
1. feladat

Adjuk meg zéart alakban a kdvetkez6 sorozatot:
a=1 a=a,+5 n32

Megoldas



Ez a kdzismert szamtani sorozat, de oldjuk meg most a rekurziv modszerrel! irjuk fel a sorozat elézé
elemeit is ezen a médon:

a‘n :an—1+5
a‘n—l :a'n—Z-I-5
an—2 :an—3+5

a,=a,+5

a, =a1+5

Adjuk 6ssze az egyenleteket. Vegyiik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két oldalon:
a +a  +..+ta,=a _ +..+a,+a +5(n-1)
a, =1+5(n-1)=5n-4

2. feladat

Adjuk meg zéart alakban a kdvetkez6 sorozatot:
a=1 a =3a,, ns32

Megoldas

Ez a kdzismert mértani sorozat, de oldjuk meg most a rekurziv modszerrel. Mivel az elsé elem nem
nulla, ezért a masodik sem, ezért a harmadik sem, és ez igy folytatodik. Irjuk fel a sorozat el6z6
elemeit is ezen a médon:

a, =3a,,
a‘n—l = 3a‘n—2
an—2 = 3an—3

a, = 3a,

a, =3a

Szorozzuk Ossze az egyenleteket. Ezt megtehetjik, hiszen egyik sor sem azonosan nulla. Vegyiik
figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két oldalon:

a ra, _ X.rxa, =a_ _ *.ra,xa 3"

a, =3""

3. feladat

Adjuk meg zéart alakban a kdvetkez6 sorozatot:
a=1 a =3a,_,+5 n32

Megoldas

Itt most latszatra nem segit egyik el6z6 modszer sem. Pedig egy egyszeri trikk segit, adjuk mind a két

oldalhoz Py -et. Hogy miert ezt és mas nem lenne j6? Ez majd az eléadason ki fog deriilni.



a,=3a,,+5

a, +> :3an_l+5+§ :3an_l+E
2 2 2
a, +§ = 3§an_1 +§9
2 20
Most vezessiink be egy Uj sorozatot a kdvetkezé mddon:
) 5 7 5
b =a + = bh = +—=— an:bn_i
n n 2 1 al 2 2 2
Erre a sorozatra
7
=)
b, =3b ,
ami egy sima mértani sorozat, ennek a zért alakja
b, = T
2
és most visszatérink az eredeti sorozatra
a=b, 52735
2 2 2
73"t -5
a=—-
2
4. feladat

Adjuk meg zart alakban a kdvetkez6 sorozatot:
a=1 a =3a_,+n n32

Megoldas

. , e e . . . ; 1 3
Probaljuk az el6z6 feladat modszerét itt is alkalmazni. Adjuk mind a két oldalhoz —n +Z—et. Hogy

miért ezt és mas nem lenne j6? Ez majd az eléadason ki fog derdilni.

a,=3a,,+n
an+1n+§:3an_l+n+1n+§:3an_l+§(n—1)+g

2 4 2 4 2 4
an+1n+§:3§an_l+1(n—1)+§9

2 4 @ 2 4y

Most vezessiink be egy Uj sorozatot a kdvetkezé mddon:
bn:an+1n+§; b1:a1+£+§:g; an:bn_ln_g
2 4 2 4 4 2 4

Erre a sorozatra



9
"7

bn = 3bn—1
ami egy sima mértani sorozat, ennek a zart alakja
9 n-
b, =-3""
4

és most visszatériink az eredeti sorozatra

a,=b -=n-—=-3 -—
4 4 2 4
9x3" -2n-3
8, - —
4
7. feladat

Adjuk meg zéart alakban a kdvetkez6 sorozatot:

a=0 a,="a,+1) n22

Megoldas
Rendezzik at a sorozat képzési szabalyat a kovetkezé maddon:

1
a, = nT(an—l +1)

na, = (n-1)a,_ +(n-1)
irjuk fel a sorozat el6z6 elemeit is ezen a modon:
na, = (n-1)a,_ +(n-1)
(h-1)a,,=(n-2)a,_,+(n-2)
(h-2)a,_,=(n-3)a,,+(n-3)

3a, =2a, +2
2a, = a, +1
Adjuk 6ssze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két oldalon:
na, +(n-1)a, , +..+2a,=(n-1)a,, +..2a,+a,+(n-1)+(n-2)+..+1
na, =a, +[1+2+3+..+(n-1)
azaz
2, =a,+ Ai=a, + n(n2—1)
i=1

mivel a sorozat elsé eleme &, =0, ezért




8. feladat

Adjuk meg zart alakban a kdvetkez6 sorozatot:
—-n — n(n _1) 3
a =0 a = (n+2)(n+1)(an-1+1) ns2
Megoldas
Rendezzik &t a sorozat képzési szabalyat a kdvetkezé maddon:
n(n - 1)
S 1

a, (n " 2)(n +1) (an—l + )

(n + 2)(n +1)an = n(n —1)an_l + n(n —1)

Szorozzuk végig mind a két oldalt (n +1)n -nel, ami nyilvdn nem nulla. Azért ezt a kifejezést

valasztottuk, hogy a rekurzids osszefuiggésiinkben az index léptetése utdn egyforma egyitthatok
jojjenek létre a két oldalon.

(n+2)n+1)na, = (n+1)n*(n-1)a,_, + nz(n2 —1)
A jobb oldal masodik tagjat kifejtve
(n+2)n+1 na, = (n+1)n?(n-1)a,, +n*-n’
irjuk fel a sorozat el6z6 elemeit is ezen a modon:
(h+2)n+1 na, = (n+1)n*(n -1)a,_, +n* -n?
(h+1)n?(n-1)a,, =n(n-17(n-2)a,_, +(n-2)* - (n -1)
n(n-1F(n-2)a, ,=(n-1)(n-2f(n-3)a, ,+(n-2)' - (n-2)
5x4°x3a, = 4x3°x2a, +3* - 3°
4x3*x2a, =3x2°x1a, +2* - 2°
Adjuk 6ssze az egyenleteket. Vegyiik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két oldalon:
(n+2)(n+1) na, =12a, + é’li“ - éiz =12a + é’li“ - éiz
i=2 =2 i=1 i=1

azaz

n(n+1)2n+1)3n*+3n-1) n(n+1)2n+1) _

n+2)n+1)fna =12a +
(n+2)(n+1)na, =12a,

30 6
+1)(2n+1)€é3n?+3n-1 U
:1231+n(n )6( n )é n 5n —1&:
e u

n(n+1)(2n+1)(3n? +3n - 6) “120,+ (n+2)(n+1)n(n-1)(2n +1)

=12a +
% 30 10



mivel a sorozat elsé eleme a, =0, ezért

(n+2)(n+1)n(n-1)(2n+1)
10

o= (n-1)(2n+1)
" 10(n+1)

(n+2)n+1)na, =

13. feladat
Adjuk meg zéart alakban a kdvetkez6 sorozatot:
a, =1 a,=(n-1)a,,+n*-3n+1 n32
Megoldas
Végezziink egy kis atalakitast a rekurzids formulan
a, =(n-1)a,_ +n?-3n+1
a,+n=(n-1)a _ +n*-2n+1
a, +n=(n-1)a _ +(n-1)
a,+n= (n —1)(an_1 +N —1)

Most vezessiink be egy Uj sorozatot a kdvetkezé mddon:

b,=a,+n;, b =a+1=2; a,=b -n
Erre a sorozatra

b =2

b,=(n-1)p,,

Mivel az elsé elem nem nulla, ezért a masodik sem, ezért a harmadik sem, és ez igy folytatddik.
irjuk fel a sorozat el6z6 elemeit is ezen a modon:
bn = (n - 1)bn—l

b, = 2b,

b, =1b,
Szorozzuk Ossze az egyenleteket. Ezt megtehetjik, hiszen egyik sor sem azonosan nulla. Vegyiik
figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két oldalon:

b, xb,_ *..tb, = b, x...xb, b x(n =1)(n - 2).x..x2x1
b, = 2x(n-1)!
és most visszatérink az eredeti sorozatra
a, =b -n=2x(n-1)-n
a, = ZX(n —1)!—n



16. feladat

Adjuk meg a sorozat 2013. elemét:
_ 2013a,, +2012

q=b &= 2014a, , - 2013 n°2 Baons =7
Megoldas
Szémitsuk ki elemeket a sorozathdl:

a =1

a, = 4025

a, =1

Tehat egy olyan sorozattal van dolgunk, ami periodikus. Esetlinkben a periddus hossza 2, ami azt
jelenti, hogy minden pératlan indexi elem megegyezik, tehat a,,, =1

19. feladat
Adjuk meg zart alakban a kdvetkez6 sorozatot:
a =1 a, =9+6./a,+a,+..+a,, n32
Megoldas
A sorozat megadasi modjabol kovetkezik, hogy a, =9+ GJa1 +ta,+..+a,, >9 n32

Most két megoldasi modot is megnézink.

I. Megoldas

irjuk fel az el6zé elemre is a rekurzios dsszefliggést:

8 :9+6\/a1+a2+---+an-2

2
ga _,-90
¢t Tata, t.ta,
e 6 o

Ezt most hasznaljuk fel az eredeti rekurzi6s 6sszefliggésbe

.2 .2
a, =9+6./a, +a,+..+a,, :9+6\/§a"‘1_99 +a,, =9+86. agean_1+99
e 6 ¢ g 6 g

a = 9+esx"""-l6+9 =a_ +18

Ez egy szdmtani sorozat, de csak a 3. elemtél igaz az 6sszefliggés (miért?)

a, =9+6./a,+a,+..+a,, >9 n32
a, =a,+18x(n-2)=18n-21

A keresett 0sszefiiggés

1 n=1

18n-21 ns2

-

a =

n

)=\



I1. Megoldas

Rendezziik &t a rekurzids 6sszefliggést

a, =9+6./a, +a,+..+a,,

a+a,+.+a +a, =9+6/a+a,+..ra ta+a,+t..+ta,

2
qta,t..ta,, ta, = (3+\/a1+a2+"'+an—1)

\/a1+a2+"'+an—1+an :3+\/a1+a2+"'+an—l

Most vezessiink be egy Uj sorozatot a kdvetkezé mddon:

b,=/a+a,+.+a_ +a; b=[a =1 a =h’-b>, n32
Erre a sorozatra

b =1

b,=b,+3
Ez egy szamtani sorozat, amire

b, =1+3(n-1)=3n-2
és most visszatériink az eredeti sorozatra

a, =b?-b>, =(3n-2)° -(3n-5) =18n-21
A keresett 0sszefiiggés
1 n=1
18n - 21 ns2

-

a =

n

) ==

23. feladat

Esetlinkben azt, hogy minden elem racionalis a kévetkez sorozatban:

a =1 a, :116(1+4an_1+ﬂ/1+24an_1) ns32

Megoldas
A sorozat megadasi modjabol kévetkezik, hogy a, > 116 >0 nsS2
Most is két megoldasi mddot is megnéziink.

I. Megoldas

Ha valamelyik elem raciondlis a sorozatban, akkor a kovetkezé elem racionalitdsa csak a gyokos
kifejezésen mulik. Tehat, ha be tudjuk latni, hogy a gyokos kifejezések racionalitdsa 6roklodik, akkor
a sorozat minden eleme racionalis lesz.

Rendezziik &t a rekurzids sszefliggést



a = 116 (L+4a,,+ [1+24a )
24a, = 2+ 6a,, + ‘;) |24a, , +1
24a, +1:2+6an_1+24/24an_1+1
3.1 5’
24a, +1=€§5+?/24an_1+1iJ

e g
3.1
.[24a, + :E-I-Em
Ez utobbi azt mondja, hogy ha egyszer a ./24a,,+1 Kkifejezés racionalis, akkor kovetkezo
megfelel6 kifejezés, azaz a m is racionalis. Az els6 elemre ./24a, +1 =5 racionalis, tehat

akkor minden elem a sorozatban racionalis.

I1. Megoldas
Megadjuk a sorozat zart alakjat, ami bizonyitani fogja a racionalitast.

Rendezzik at a rekurzios dsszefliggést

a, = 116(1+ 4a, +M)
9%6a, = 6(1+ da,_, +M)

96a,+4=10+24a, _, +6./1+24a
4(24a, +1) = (3+ . [1+24a_, f
2./24a, +1 = [24a,, +1+3
2,248, +1-6= [24a,, +1-3

2l [24a, +1-3)= 242, +1-3

Most vezessiink be egy Uj sorozatot a kdvetkezé mddon:

b, = [24a,+1-3; b =248, +1-3=2; an:214(bn+3)2-214
Erre a sorozatra
b =2
2b, =Db,,
1
bn = Ebn—l
Ez egy mértani sorozat, aminek az dsszefliggése:
.n-1
h =20 -4
e2¢p 2"

és most visszatériink az eredeti sorozatra



.2 .
—iﬁei+3o 1 —iﬁe16+24+99_i:

2

a = P- = g}
" T o487 Ty T 24 24827 20 T, 24 3127

2 1 1
+—+=

a, = 2n  on
3x2 2" 3
Ez pedig egy racionalis kifejezés.

Hasznos/sziikséges 0sszefliggések a megoldasokhoz

+ =
2" 3

1.1
+

&. n(n+1)_n?+n
2' 2 2
éiz _n(n+1)2n+1) _2n*+3n° +n
in1 6 6
gig _’(n+1f _n*+2n°+n’
o1 2 4
4 = n(n+1)(2n +1)(3n* +3n-1) _ 6n° +15n* +10n° - n
A 30 30
gig, _n’(n +1F(2n? + 2n -1) _2n° +6n° +5n° - n’
A 12 12
gi6 _n(n+1)2n +1)(3n* + 6n° - 3n +1) _ 61" +21n° +21n° - 7n° +n
i=1 42 42
= +1)2(3n* +6n° - n? = 4n+2) _ 3n° +12n +14n° - 7n* + 21
i=1 24 24
éﬁlig _n(n+1)2n +1)(5n° +15n° + 5n* -15n° - n? + 9n - 3) _
i=1 90
_10n° +45n° +60n” - 42n° + 20n° - 3n
) 90
gig _n*(n +1f(n? +n-1)2n* + 4n* - n® - 3n + 3) _
in1 20
_2n" +10n° +15n° -14n°® +10n* - 3n?
) 20
Végeredmények

A feladatok végeredményei a kdvetkezok:
a,=1+5(n-1)=5n-4

1.
2. a,=3""
3. = L‘l_S

a‘n
2



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

n

9x3"1-2n-3
4

19x3™ -2n-13
a =

n

4

. 717"t -9n® - 21n +13

n

a =

n

a =

a2013

a2013

a2013

54
n-1
2

(n-1)(2n+1)
10(n +1)

_ n™+15n° +90n® +270n" +393n° +135n° - 340n* - 420n° -144n® _ (n-1)n

1A n=1
1
n ns2
12(n-1)
1l
I n=2
1|,‘2
+Nn+1
l—= n=2k+1
T 2n
n+1

2n
2x(n-1)1-n
2n’
2n-1

n
=1
=4
_2

3
1l n=1
f18n-21 ns2
il n=1
{8n-8 na2
il n=1
150n - 65 na2

10(n +4)(n+3f(n+2)(n+1fn

~10(n+2)



22.

23.

24,

25.

26.

= (n+1)2"
2 1
=% 4+ =
3X22n 2n
= 3an—1 —a,,

= 6an—1 -a,,

1
+

3

_ 2"xx3x5x.x(2n-1) _ (2n)r _z2ng

n!

nkn!

ng



