MEMO
(Middle European Mathematical Olympiad)

A feladatmegoldd szeminariumon elsé részében egy roévid beszdmolét fognak hallani a 2010.
szeptember 9 és 15. kozott Stre¢no-ban (Szlovékia) megrendezett 4. MEMO-rél. Majd pedig a
2009-es Poznani 3. MEMO feladataibdl oldunk meg néhanyat.

1. Feladat
Adjuk meg az 6sszes f:R®R fliggvényt, melyre

F(xf () + £(F(x)+ £(y)) = yF(x)+ F(x+ £ (y))

minden x,y TR esetén.

Megoldas
Nyilvanvalé, hogy az (x)© 0 fiiggvény kielégiti a fiiggvényegyenletet.

Keressiik meg a tovabbi megoldasokat, azaz tegyiik fel, hogy $c TR, melyre f (c) 10
Tegyiik fel tovabba, hogy $y,,y, TR kilénbozs szamok, melyre f(y,)= f(y,)

Helyettesitsiik most az egyenletbe a (c, y,) értékeket:
F(ef () + F(Fc)+ f(w))=yif )+ Flc+ F(v))

Helyettesitsiik most az egyenletbe a (c, y,) értékeket:
F(ef (v, )+ F(f(c)+ F(v.)= v, Flc)+ flc+ F(y.))

Most vonjuk ki ezt a két egyenletet egyméshol, kézben hasznaljuk ki azt, hogy f(y,)= f(y,),
kapjuk:

0=f(c)y. - v.)
Ami ellentmondas, hiszen ennek a szorzatnak egyik tényezéje sem nulla.. Tehat a keresett
fuggveny injektiv, minden értéket legfeljebb egyszer vesz fel.

Helyettesitsiik most az egyenletbe a (0,1) értékeket:
f(0f())+ f(f(0)+ f()=1f(0)+ f(0+ (1))
f(0)+ f(f(0)+ f(@)= f(0)+ f(f(1)
£(f(0)+ f(U)=(f ()

Mivel a fliggvény injektiv, ezért a fliggvény argumentuma a két oldalon megegyezik, azaz
£(0)+ f(1)= (1)
f(0)=0

Helyettesitsiik most az egyenletbe a (x,0) értékeket:
f(xf(0)+ f(f(x)+ F(0))=0f(x)+ f(x+ f(0))
£(0)+ f(f(x))=f(x)
F(f(x)= f(x)



Mivel a fliggvény injektiv, ezért a fliggvény argumentum a két oldalon megegyezik, azaz
f(x)=x

Osszefoglalva: a fiilggvényegyenletet két fliggvény elégiti ki, ezek:
f(x)°0 és f(x)=x

2. Feladat
Tegyiik fel, hogy van n 33 kiilonb6zé sziniink. Legyen f(n) a legnagyobb egész, melyre
egy f(n) csticst konvex sokszog oldalai és 4tl6i megszinezhetdk ezzel az n szinnel a
kdvetkezé modon:

- legalabb két szint hasznalunk, és

- akérhogyan is valasztjuk ki harom csucsat a sokszégnek, az altaluk meghatarozott

harom szakasz vagy mind egyszini, vagy mind kilénb6z6 szintek.

Mutassuk meg, hogy f(n)£ (n-1).

Megoldas

Tuntesstink ki egy tetszéleges pontot és tekintsiik az innen kiinduld szakaszokat. Az elsé
szint szakaszok végpontjait soroljuk az 1-es csoportba, a masodik szinii szakaszok
végpontjait soroljuk a 2-es csoportba és igy tovabb az n-edik csoportba.

Vegylk ezen csoportok kozil az i-ediket. Ezen pontok koz6tt csak i szinti szakasz lehet a
feltételek miatt. Tehat a csoportokon beliil csak azonos szinii szakaszok lehetségesek.

Tekintsiik most az 1-es csoportbdl az egyik csucsot és az onnan a 2-es csoportba mutato
szakaszokat. A kovetkezok igazak:

- Egyik sem lehet 1-es szinii vagy 2-es szini (a 2. feltétel miatt)

- Két azonos szin nem indulhat ki (a 2. feltétel miatt)
Tehat innen legfeljebb n - 2 szint killénbdz6 szakasz indulhat ki és egyik szin sem
szerepelhet tobbszor, tehat a 2-es csoport n - 2 cstcsnal nem allhat tobb tagbol.

Ezt elImondhatjuk az 6sszes csoportra, igy a sokszdg csucsainak szamara
f(n)£n(n-2)+1=(n-1y
Es ezt akartuk bizonyitani.



3. Feladat

Legyen ABCD egy konvex négyszdg, melyre AB és CD nem parhuzamosak valamint
AB=CD. Az AC és BD atlok felezépontjait E és F jeldli. Az EF egyenes az AB és CD
szakaszokat rendre G és H pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy AGHP=DHGD

Megoldas

Legyen BB’DA paralelogramma. Hasznaljunk vektorokat az abra szerint.

Legyen AB =x és DC = y . A feltétel szerint |x| = |X|
__. OA+OD+y
oOE=————M =

2
O—F'::&+Z+O_|j

2
. . -X DC-DB
FE:OE—OF:X _:DCZDB

Ez azt jelenti, hogy FE parhuzamos B’C szakasszal. Mivel B’CD haromszdg egyenl3szaru és
az alapja B’C, ez bizonyitja az allitast.

4. Feladat
Legyenek X, y, z val6s szamok, melyekre x? + y2 +z2 +9 = 4(x + y + z). Bizonyitsuk be,

hogy
x*+yt+ 2t +16(x2 +y%+ 22)38(x3 +y%+ 23)+ 27

Megoldas
Hasznaljuk a kdvetkezo allitast:



X“ - 8X° +16x° - 9 +6(x? - 4x+3)= (x -1 (x- 3]} 20
x* -8x>+16x° -93 —6(x2 - 4X + 3)
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha x T{L; 3}

Ezt irjuk fel y és z-re is
1 x4 -8 +16x7 - 9.2 -6(x? - 4x+3)
Vo4 3 2 3 2
iy -8y’ +16y° -93 -6{y" -4y +3
':~z4—823+1622—93—6(22—4z+3)

Adjuk oket dssze:
X+ yt 4zt -8(x3 + Yo+ 2°)+16(x7 + y2 + 22)- 273 -6|(x? + y2 + 2%) - 4(x+ y + 2) + 9|

A feltételt felhasznalva, hogy
X2+ y?+722+9=4(x+y+2)

x2+y2+ 22 -4(x+y+2)+9=0

kapjuk, hogy
X +yt+ 2 —8(x3 +y°+ z3)+16(x2 +y%+ 22)— 2730
x*+yt+ 7t +16(x2 +y?+ 22)3 8(x3 +y*+ 23)+ 27
Es ezt akartuk bizonyitani.

Egyenléség akkor és csak akkor, ha x T{L; 3} és yT{L;3} és zT{1; 3}

5. Feladat

Egy tdblaraa0, 1, 2, ..., n (n 3 2) szamok vannak felirva. Minden 1épésben letdrliink a
tablarol egy szamot, amely két, még a tablan 1évé kulénbdz6 szdm szamtani kdzepe. Ezt addig
csinaljuk, amig mér nincs olyan szam a tablan, amit le lehetne torolni. Jeldlje g(n) azt, hogy

legkevesebb hany szam maradhat végiil a tablan. Adjuk meg g(n)-et minden n-re.

Megoldas

A legkisebb szamot (a nullat) és a legnagyobb szamot (n-et) biztosan nem lehet letorolini.
Tehat g(n)32.

Allitjuk, hogy g(2k ) = 2. A letorlést kezdjik a kovetkezékeppen: elészor toroljiuk le a paratlan

szamokat, amelyeknek minden szomszédjuk paros, menni fog. Igy a tablan a mar csak paros
szamok maradnak. Gondolatban osszuk el 6ket kettével, és a paratlan hanyadost szamokat
toroljuk le. A maradék szamokat gondolatban osszuk el 4-gyel és a paratlan hanyadosu
szamokat toroljuk. Es igy tovabb, mig a végén csak 2 szam marad. A folyamatot leirhatjuk
gy is, hogy gondolatban a szdmokat 2-es szamrendszerben irjuk fel, és els6 Iépésben
letoroljuk a 1-es helyi értéken 1-est tartalmazdkat, a masodik Iépésben a 2-es helyi értéken 1-
est tartalmazokat és igy tovabb.

Legyen most n 1 2* alakd. Tegyilk fel, hogy csak 2 szdm maradt a tablan (a legkisebb és a
legnagyobb).



I. eset, n paratlan. Ekkor ha csak 2 szdm maradna a tablan, akkor utoljara mit téroltink le?

Csak a 0+Tnszémot lehet, de ez nem egész, tehét g(n)3 3 ebben az esetben.

I1. eset, n paros. Ekkor ha csak 2 szdm maradna a tablan, akkor utoljara mit toréltink le?
+n : : . ] A
Csak a OT szamot lehetett. Ez azt jelenti, hogy n-ben levé paratlan primek megtalalhatok

az utoljara letorolt szdmban is. Folytassuk tovabb ezt a gondolatot, mi lehetett az ezel6tt
letorolt szam? Arra jutunk, hogy csak olyan szamokat toréltiink, ami tartalmazza n paratlan
primjeit. Es ezt folytatva lathatd, hogy nem lehet visszaallitani az eredeti szamsorrendet, tehat
ketténél tobb szémnak kellett maradnia a tablan, azaz g(n)2 3 ebben az esetben is.

Megmutatjuk, hogy 3 szam mér maradhat a téblan, igy g(n)=3.

Legyen 2“7 < n < 2", Végezziik a kovetkezd Iépéseket: elészor toroljik le az n-1, majd n-2,
n-3, ... 2t +1 szamokat ebben a sorrendben. Utana az eléz6 eset szerint minden toérolheté a
0 és 2% kozott, igy 3 szam maradt a tablan.

6. Feladat
Adjuk meg az 6sszes nemnegativ egész megoldasat az alabbi egyenletnek:

2" +2009 = 3’5°

Megoldas

A jobb oldal oszthat6 3-mal, tehat a bal oldalnak is oszthatonak kell lennie, tehat x paros
szam. A jobb oldal oszthato 5-tel, tehat x 4-gyel oszthaté szam, x = 4a. Most a bal oldal 8-cal
osztva 1 maradékot ad, tehat a jobb oldalnak is ezt kell adnia, azaz y is és z is paros szam,

y =2b és z = 2c. Ezeket felhasznélva és rendezve:

2° + 2009 = 35"
2" +2009 = 3%°5%¢
2009 = (3°5°f - (22°f
2009 = (3%5° - 22 )(3°5° +2%2)

Ez azt jelenti, hogy 2009-et felirtuk két nem negativ egész szdm szorzatara. Innen mar
visszaszamolhatd a megoldasok, mivel ez a feliras véges sok modon (3 eset) lehetséges

Tablazatba foglalva az eseteket

3b5c _ 22a 3b50 + 22a 3b50 22a
1 2009 1005 | 1004 | Nem egész megoldas
7 287 144 137 | Nem egész megoldas
41 49 45 4 a=1b=2rc=1

Ekkor x=4,y=4,2=2

7. Feladat
Adjuk meg az 6sszes (m, n) egész szampart, mely kielégiti az alabbi egyenletet:



(m+n)* =m?n?+m? +n? +6mn

Megoldas
Vezessunk be 0 ismeretleneket:

x=(m+n)f és y=mn
Ekkor az egyenlet a rendezés utan

x> -x=y’+4y
Fogjuk ezt fel, mint y-ban ismeretlent, és oldjuk meg
X2 -x=y*+4y

O:y2+4y—(x2—x)
Vi, =-2£Vx* - x+4

A gyok alatt négyzetszdmnak kell lennie, de mivel
(x-1f <x®-x+4<x?
igaz minden x>5 esetén, ezért csak 0-t, 1-et és 4-et vehet fel az x.

A lehetséges eseteket tablazatba foglalva
X |y Megoldasok (m,n)
-4 1(2-2) (-2;2)

0 (00

0 [(10) (-1,00 (0;1) (0:-1)
4 |-

2 |-

6 |-

I NG NI Y e

Osszefoglalva: a lehetséges megoldasok: (2;-2), (-2;2), (0;0) (1;0), (-1;0), (0;1), (0;-1)

8. Feladat

Legyen ABCD egy paralelogramma, melyre BADD = 60°, az atlék metszéspontjat jeldlje E.
Az ACD héromszog korulirt kore a BA egyenest K-ban (K # A), a BD egyenest P-ben (P #
D) és a BC egyenest L-ben (L # C) metszi. Az EP egyenes és a CEL haromszog kordlirt kore
az E és M pontokban metszik egymast. Bizonyitsuk be, hogy a KLM és CAP haromszogek
egybevagoak.

Megoldas
Megrajzoltuk a feladat &brajat. Még kilon megrajzoltuk a LP szakaszt.



A DL szakasz a C pontbél 60°-0s sz6gben latszik, azaz
DCLD =DPLD =60°
Masrészt DALD =180° - DCLD =120° és LPMbP =180° - LPDD =120° és LAKD =60°

Ko6z0s 1atokor kdveteztében
LKAD =LCADP = LCED = LMED

Haromszdg szogeinek szamolasaval
BLKD =180° - LKBD - KBLD = 180° - LMPD - MPLD = PLMbD

Tehat
KLMD = CLPD = CAPD
Azaz a két haromszdgnek az egyik szoge megegyezik.

Az dbra az MD ,.tengelyre” szimmetrikus, ha a betiiket cseréljuk, hasonlé médon kaphatd,
hogy ACPD = LKMPD, azaz a két hdromszog 2 sz0ge megegyezik.

AC szakasz D-bél 120° alatt lathato, az LK szakasz A-bél 60°-bél lathaté ugyanabban a
korben, tehat megegyeznek.

Osszefoglalva a két haromszognek 1 oldala és azon az oldalon levé 2 szoge megegyezik, tehat
egybevagé

9. Feladat



Egy 2009x2009-es tabla minden mezéjét n-szin valamelyikére szinezzik (nem kell feltétlenl
minden szint hasznalni). Egy szint 6sszefliggének neveziink, ha vagy csak egy ilyen szin
mez6 van. Vagy barhogyan valasztva két ilyen szinti mezét el lehet jutni az egyikbél a
masikba egy vezérrel Iépkedve olyan mddon, hogy kdzben egyszer sem Iéplink mas szini
mezore (egy vezér vizszintesen, fuggélegesen vagy atlosan Iéphet). Adjuk meg a legnagyobb
n egészt, melyre minden szinezés esetén a tablan szerepl6 szinek kozil legalabb egy
0sszefliggo.

Megoldas
Oldjuk meg a feladatot tetszéleges méretre, ne 2009-es tablara.

Allitjuk, hogy n=3 esetén létezik olyan szinezése a tablanak, ami nem osszefiiggé. Ezt mutatja
a kovetkezo tablazat, a szineket 1,2 és 3 jelzi

3|2[2]1]2]2]1]2]2]1]2]2]1
1/1]/3 3 3 33333333
1[3]/1[3 3 3 3 333333
2/3 3/2[3 33333333
1/3 3 3]/1[3 3 33 3333
1/3 3 3 3[1]/3 333333
2]/3 3 3 3 3[2|/3 33333
1/3 3 3 3 3 3[1]/]3 3333
1/3 3 3333 3/1[/33 33
2]/3 3 3333 33|2[3 33
1/3 3 3333 333[1[33
1/3 3 3333 3333[1]3
2]/3 3 33333333 3]2

Es igy folytatva tovabb. Lathatd, hogy az elsé fliggdleges oszlopbdl sem az 1-es, sem a 2-es
szin nem érhet6 el a vizszintes legfelsé sorbol. Valamint a bal fels6 sarokban levé 3-as nem
érhet6 el semelyik masik harmasbdl sem.

Most bizonyitjuk, hogy 2 szin felhasznalasaval biztosan 6sszefliggé lesz a szinezés. A
bizonyitas teljes indukcidval torténik. 1x1, 2x2 és 3x3-as tabla esetén kdnnyen lathatd, hogy
biztosan 6sszefiiggé lesz a szinezeés.

Tegyuk fel, hogy k-s tabla esetén barmilyen szinezés dsszefiiggé lesz (valamelyik szinre).

Nézziik a (k+1)—es tablat.
Vegylk egy tetszéleges szinezést. Ennek vegyik az abra szerinti #
k x k-s részét. Ez valamelyik szin szerint biztosan 6sszefliggo,
legyen ez a szin az 1-es. A jobb fels6 sarokban *-gal jel6lt mezét
vegyk ki a tovabbiakban.

A felsé sorban és az utols6 oszlopban nem szerepelhet csupa 1-es
vagy csupa 2-es, mert akkor az egész tabla biztosan 6sszefliggo
lesz az adott szinre. Tehat mind a két helyen szerepel mind a két
szin. A * szine barmi is, ez biztosan elérheté az elébb emlitett
mezokrol.




Tehat van valahol a fels6 sorban 1-es szin, legyen ez a #-sel
jelolt.

Ha az oszlopaban valahol van 1-es szin, akkor az egész
tablazat 1-es szinre dsszefuggo.

Ha csak 2-es szin van alatta, akkor az abra szerint végig 2-es
szintt mezoknek kell allnia a megjelélt helyeken, de ekkor
pedig a 2-es szinre lesz 6sszefliggo a tablazat.

Tehat k+1-re is 0sszefliggo lesz két szin esetén a tablazat.

Szoldatics Jozsef
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