Pell egyenlet

Az x? - Dy? =1, ahol x, y, D T Z alaku egyenletet Pell egyenletnek nevezik.

John Pell (1611-1685, Anglia)

Dolgozott Anglidban (Cambridge, Horsham, Chichester), valamint Amszterdamban és
Bredaban. Foglalkozott algebraval és szamelmélettel. 1668-ban tablazatot adott ki,
amelyben az els6 100 000 egész szam szorzatta bontasa szerepelt. Sokat publikalt, tobbek
kdzott: 1dea of Mathematics (1638) és Controversiae de vera circuli mensura (1647).

A y? = ax? + 1 alak( egyenletet Euler hibasan nevezte el Pell egyenletnek, mert Pell nem
foglalkozott vele.

Bevezeto feladat:

Hatarozzuk meg azokat az egész k szamokat, melyekre az
a) k®+4k+4

b) k*+4k +3
c) 2k*+4k +3
kifejezések négyzetszamokat vesznek fel.

Megoldas:

a.) Mivel a kifejezésuink teljes négyzet (k + 2)2, ezert minden egész k esetén négyzetszamot
kapunk.

b.) Legyen m a keresett egész szam, amire
k*+4k +3=m?
(k +2)° -1=m?
(k+2)°-m? =1
(k+2+m)k+2-m)=1
Ekkor a lehetséges értékeket tablazatba foglalva kapjuk, hogy

kt24m | kt2m | k | m
1 ‘ 1 ‘ -1 } 0
-1 -1 -3 0

Tehéat k-ra 2 értéket kaptunk (-3 és -1), amire az adott kifejezés négyzetszdmot vesz fel.
c.) Legyen m a keresett egész szam, amire
2k? + 4k +3=m?
2(k? + 2k +1)+1= m?
2(k +1)° +1=m?
1=m? -2(k +1)°
Vezessik be az aldbbi ismeretleneket:

X=m és y=k+1
ahol x és y szintén egész szamok.



Ekkor a kérdésunk mér igy hangzik: 1étezik-e (végtelen sok) egész megoldésa a kovetkezo
egyenletnek:

x?-2y*=17?
Legyen
X, = X, = 3X, +4y,
& és i y n31
TY: =2 TYna = 2X, +3Y,

sorozat. EKkor allitjuk, hogy az igy megadott szamok szintén megoldasok (végtelen sok).
Allitasunkat bizonyitsuk teljes indukci6val!
Koénnyen belathatd, hogy a (3 ; 2 ) megoldas.

TegyUk fel, hogy van egy megoldasparunk ( xn ; yn) és nézzlk a képzési szabaly szerinti
kdvetkez6é megoldast:

X2, -2y2, =(3x, +4y, ) -2(2x, +3y, ) =

= (9x§ - 24Xy, +16y§)— 2(4x§ +12x.y, + 9yn2):

=9x% - 24x y, +16y> -8x> - 24x_ y -18y> = x> -2y’ =1
azaz a képzési szabaly szerint kapott Ujabb szdmpar is megoldas.

Ekkor az eredeti feladatba visszahelyettesitve kapjuk:
im =3 , im,, =3m, +4k +4

i és i n31
1% =1 TKpsy =2m, + 3k, +2

n+l

Azaz tényleg végtelen sok megoldéast kaptunk. A szabalyt alkalmazva megkapjuk az elsé
harom megoldaspart:

k | m | 2k2+4k +3
1 3 9=32

11 17 289=172
69 99 9801=992

Megvélaszolatlan kérdések:
- Van-e ezeken kivil mas megoldas (megkaptuk az dsszeset)?
- Honnan jon ez a rekurzids dsszefligges?



Az egyenlet altalanos megoldasa

Az egyenletnek (tetszéleges D értek esetén) biztosan megoldésa az (1;0)ésa(-1;0)
szamparok (trividlis megoldéas). Az is nyilvanvalo, hogy ha (x; y) megoldas, akkor az
(x;-y), (-x;y)és(-x;-y)isszintén megoldas.

Keressik ezért csak a pozitiv, nem trivialis egész megoldasokat.

Ha talalunk megoldésokat, akkor az x és y koz6tt tovabbi 6sszefiiggést irhatunk fel:

x*-Dy® =1
x> =1+ Dy?
2
gx0 1
g—: ——2+D
Yo Y

i: D+i2 »\/B
y y

feltéve, hogy y "nagy". (Ez azt jelenti, hogy a megoldasok hanyadosa j6 kdzelitést ad \/5 -re.)

Vizsgaljuk most meg, hogy D mely értéke esetén kapunk (nem trivialis) megoldast:
l.eset: D=—m, ahol mMTN*
Ekkor egyenletlink:

XZ _Dy2 :1

X2 —(—m 2)—1
y =

x> +my® =1

Ennek megoldéasa csak a trivialis megoldas, hiszen:
1=x*+my?3x*31
x* =1
Xx==1 = y=0

Il. eset: D=m? ahol mMTN"*
Ekkor egyenletlink:

x*-Dy? =1
x2 - mzyz =1
(x-my)(x+ my)=1
Ennek megoldéasa csak a trivialis megoldas, hiszen:

ix+my=1 ix+my=-1
i _ vagy i _ 4
T™X-my=1 T™X-my=-1

lehet csak, ami szintén csak a trividlis megoldasparokat adja.

I11. eset: D > 0, és nem négyzetszam
Keressiik meg ebben az esetben az 6sszes megoldast!



Ha mar ismeriink (nem trivialis) megoldéast, akkor tudunk konstrualni Ujabbakat a kdvetkez
allitas felhasznéalasaval.

1. Allitas: Ha (x1 ; y1) és (X2 ; y2 ) a Pell egyenlet megoldasai, akkor megoldasok az
(1) (xl+ylx/5)(x2+y2\/5):x+ y~/D
@) [x+y.VDx, -y,/D)=x+yJD
®) [ -%VDfx, +y,/D)=x+yJ/D
@ [ -%VDx, - y,4B)=x+y/D

Osszefliggésekkel meghatarozott (X ; y) szamok is.

Bizonyitas:
Bizonyitsuk az elsét, hogy megoldas! Végezzilk el az el6irt miveleteket:
(x1 + ylx/B)(x2 + yzx/B): x+yv/D
(X, +y,y,D)+ (Y, + Y%, W'D = x+ yVD
‘I,X = XlXZ + ylyZD

i
TY=XY, XY,

Ellenérizzik, hogy ez tényleg megoldas:
X* = y°D = (XX, +¥,Y,D)° = (XY, +X,y,)’D =
= (x2x2 + 2x,%,,y,D + y2y2D?) - (x2y2 + 2x,%,y,y, + x2y2 D =

2

= X X5 +2%X,Y,Y,D + Y y;D? - x2y;D - 2x,X,Y,Y,D - x;y/D =
=X X5 + Y7 Y;D? = xly;D - X3y D = X X; - X y;D+yy;D? - x;y/D =

= x(x? - y2D)- yzD(x? - y:D)= (¢} - y2D)x? - y2D) =111 =1
A tdbbi esetre ugyanigy adddik az allitas!

A megoldas létezéséhez sziikséglink lesz egy ujabb allitasra.

2. Allitas: Ha a > 0 irracionalis szam és n > 0 tetszéleges egész szam, akkor léteznek olyan p
és g egész szamok 0< p £ g<n, melyre

1
[pa-g <=
n

Bizonyités:
Tekintsiik az a,2a,3a,L_(n -1)a szamokat. n-i
Abrazoljuk egy — n egyenld részre felosztott — n
egysegkertletii koron ezeket a szamokat.
Igazak a kdvetkezo allitasok:
- Ezek kozil egyik sem esik osztopontra a
irracionalitasa miatt.
Ha van pont az elsé és az utolsd
intervallumban, akkor kész a bizonyitas
(miért?)
Ha nincs sem az els6, sem az utolsé
intervallumban egyik abrazolt szam sem, akkor

|
S|

SN



van olyan intervallum, amelyben legalabb 2 szam talalhat6. Ekkor léteznek a p1 és p2
szamok, melyekre

1
q<|p1a' p2a|<q+ﬁ

valamely q egészre. Az egyenlétlenséget rendezve

1
q<|p1a_ p2a|<q+ﬁ

1
q<|(p1_ pz)a|<q+_

n
1
(p, - pz)a—q|<ﬁ

Es ezzel a 2. allitast bebizonyitottuk

A kovetkezo lépésben bizonyitsuk be, hogy az egyenlet jobb oldaléra tudunk olyan egész
szamot irni, melyre egyenletiinknek végtelen sok megoldasa lesz.

3. Allitas: Létezik olyan k egész szam, melyre végtelen sok megoldasa van a
x> -y’D =k
egyenletnek.

Bizonyitas:
Legyen n1 > 1 tetszéleges egész szam. Ekkor \/5 -hez léteznek olyan x1 és y1 egész szamok
(2. allitas), melyekre

1
|X1 - yl\/5| <—
nl
El6szor becsiiljik meg a baloldali kifejezés értékét:

1 1
|X1 + Y1\/B| = |X1 - Y1\/B + 2)/1\/B| < n_ + zyl\/B < n_ + znl\/B
1

1
ezt alkalmazva kapjuk

& 0
X2 - y2D)| <i§i+2nlr¢:i2+245<1+2¢5.
n gn g M
Itt a bal oldalon 0 nem allhat (a irracionalitasa miatt), ezért létezik olyan n2 egész szam (
>ny), melyre
1
0<—<|x’ -y’D
o X - yD|

Ilyen szam végtelen sok van, valasszunk ezekbdl egy tetszélegeset. Az elé6zéeket
gondolatmenetet folytatva kapjuk, hogy Iéteznek olyan x2 €s y2 egész szamok melyre

1
|X2 Y, \/B| <—
n2
Ebben az esetbene is igaz, hogy
[ - y;D|<1+2/D

A gondolatmenetet folytatva kapunk ( xn ; yn) végtelen sok megoldast, melyekre
X? - y:D|<1+2D

Mivel az egyenlétlenség bal oldalan egész szam all (egyik sem 0!):



X2 —y§D|<1+2\/B

~fi+2vD)<x? - y?’D <1+2JD

fgy x? - y?D kifejezés értékére csak annyi értéket kaphatunk, amennyi ebben az
intervallumban van. Legyen ezen egészek szama m.

Ekkor van m skatulyank, és végtelen sok elemiink. A skatulya-elv kdvetkeztében biztosan van
olyan, amiben végtelen sok elem talalhato, azaz

$kTZ kT(-1-2vD ;1+2D)
melyre végtelen sok megoldasa van a
x* - y*D =k egyenletnek.

Most bebizonyitjuk, hogy az x* - y?D =1 egyenletnek is van nem trivialis megoldasa.

4. Allitas: Van (nem trivialis) megoldasa az
x* - y?D =1 egyenletnek.

Bizonyitas:
A 3. allitas szerint van olyan k egész szam, melyre
x> -y’D =k

egyenletnek végtelen sok megoldasa van.
Kdzlluk van 2 olyan, melyre igaz az, hogy a megoldasok x értéke is, ésy értéke is ugyanazt a
maradekot adja k-val osztva, jeloljuk ket (x1;y1) és (Xz; y2). Ekkor tekintsik a kovetkezo
2 szamot:
- XX, = ¥1Y,D b= Y2 = X%

k ' K
Ezek egész szamok és egyik sem 0. Ugyanakkor:
&8 XX, - Y,Y,D 92 _BX Y, - XY 92

a

a’-b’D=¢ D=
e k 1] e k g
XX = 2X0GY:Y,D YV DY XTYS - 2X06 VY, HXo Vs
- k2 k2 -
_ XX = 2X%,Y,Y,D+y7y;D® - X7 y;D +2%.%,Y,Y,D - x;yy D _
k2
_ XX T YYD -x7y;D-x3yiD _ xx; - % y;D+y y;D* - x;yr D _
- - - J -
_x2{xt - y2D)-y7D(< - vD) _ (- yiD)x - v2D) _,
k? k?
Azaz
a’-b’D=1

Kaptuk, hogy egyenletiinknek van megoldasa (4. allitas) és ha ismeriink egy nem trivialis
megoldast, akkor el6 tudunk &llitani végtelen sok megoldast (1. allitas). Az 1. allitasban
hasznalt 6sszefliggést az elsé (nem trivialis) szamparra alkalmazva kapjuk, hogy
megoldasaink altalanos alakja az

X, + yn\/B = (X1 + Y1\/B)n



osszefliggés felhasznalasaval adhaté meg, ahol ( x1; y1) a legkisebb megoldas.
Ugyanakkor a megoldas irhat6 a

X, - Y430 = (x - y,/D
alakba is.

Ekkor azonban a keresett xn és yn értékek kifejezhetok az el6z6 két 0sszefliggés
felhasznaléasaval:

X = (Xl * yl\/B)n + (Xl - yl\/B)n
" 2
— (X1 + Y1\/B)n B (X1 B yl\/B)n
n 2\/5

Még nem foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy van-e mas megoldasa az egyenletnek?

5. Allitas: Nincs mas — a 4. allitas utan megadottol kiillénbézé — megoldasa az
x* - y?’D =1 egyenletnek.

Bizonyités:
Bizonyitsunk indirekt mddon. Tegyuk fel, hogy taldlunk masik megoldast, ami nem esik a

X, + yn\/B = (Xl + Y1\/B)n

sorozat elemei kdzé, ahol x1 és y1 a legkisebb nem triviélis megoldas (ennek léteznie kell,

miért?). Legyen az Uj, sorozatba nem ill6 megoldas (a; b). Ekkor létezik olyan "n" egész
szam, melyre

(x+y,VDJ <a+byVD <k, +y,vD)"

Ekkor az 1. allitast hasznalva szintén megoldas a

1< (a+b\/5)( 1= yl\/B)n < X1+ yl\/B

ami azt jelenti, hogy talaltunk egy még kisebb megoldast, mint a X1 és y1, ami a feltevésiink
szerint a legkisebb. Ez ellentmondas, tehat e kapott 6sszefliggés az 6sszes megoldast megadja.

A tovabbiakban tekintsiik a x* - y?’D =k egyenleteket. Itt k tetszéleges egész szam.

6. Allitas: Ha van megoldas, akkor végtelen sok megoldasa van az egyenletnek.

Bizonyitas:

Tegytk fel, hogy ( Xo; yo) a legkisebb, nem trivialis megoldasa az x* - y*D = k egyenletnek,
és ( x1; y1) megoldasa a neki megfelel6 Pell egyenletnek. Ekkor az el6z6ekben bizonyitott
maodon belathatod, hogy az 6sszes megoldas az

¥+ ¥ VD = [k, + Y,3/D fx, + v, VO ]



Térjunk vissza az eredeti felvetett kérdésekhez!

- Van-e még megoldas a talaltakon kivil?

Ha lenne, akkor a Pell egyenletnek is talalnank még megoldasat, mi nem lehet. igy az osszes
megoldast megtalaltuk.

- Honnan jon ez a rekurziés 6sszefliggés?
iX, =3 1% 78X, +4y,
1 es 1
TyO = 2 Tyn+l = 2Xn + 3yn
Tudjuk, hogy 6sszes megoldas felirhat6 a kdvetkez6 alakban:
X, +y,2 = 3+ 242]
Alkalmazzuk ezt a kdvetkez6 megoldésra is:

X + Vo2 = 3+ 242)" = 3+ 242) 3+ 242) = (x, + y,v2 3+ 242)=

3x, + 4y, +2x,42 +3y,2 = (3, + 4y, )+ (2x, +3y, N2
és ez a megadott rekurzios szabaly!



Az els6 100 D értékhez tartozo legkisebb, nem trivialis megoldéasok:

D X y
1 - -
2 3 2
3 2 1
4 - -
5 9 4
6 5 2
7 8 3
8 3 1
(¢] - -
10 19 6
11 10 3
12 7 2
13 649 180
14 15 4
15 4 1
16 - -
17 33 8
18 17 4
19 170 39
20 9 2
21 55 12
22 197 42
23 24 5
24 5 1
25 - -
26 51 10
27 26 5
28 127 24
29 9801 1820
30 11 2
31 1520 273
32 17 3
33 23 4
34 35 6
35 6 1
36 - -
37 73 12
38 37 6
39 25 4
40 19 3
41 2049 320
42 13 2
43 3482 531
44 199 30
45 161 24
46 24335 3588
47 48 7
48 7 1
49 - -
50 99 14

D X y
51 50 7
52 649 90
53 66249 9100
54 485 66
55 89 12
56 15 2
57 151 20
58 19603 2574
59 530 69
60 31 4
61 1766319049 226153980
62 63 8
63 8 1
64 - -
65 129 16
66 65 8
67 48842 5967
68 33 4
69 7775 936
70 251 30
71 3480 413
72 17 2
73 2281249 267000
74 3699 430
75 26 3
76 57799 6630
77 351 40
78 53 6
79 80 9
80 9 1
81 - -
82 163 18
83 82 9
84 55 6
85 285769 30996
86 10405 1122
87 28 3
88 197 21
89 500001 53000
90 19 2
91 1574 165
92 1151 120
93 12151 1260
94 2143295 221064
95 39 4
96 49 5
97 62809633 6377352
98 99 10
99 10 1
100 - -



Es végul néhany feladat, amelyek megoldasahoz szilkség van a Pell egyenletek elméletének
ismeretére!

1. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok egész n-re (n T N) teljesiil, hogy az elsé n egész szam
0sszege négyzetszam!
(Keressuk meg az 0sszes megoldast!)

2. Keressiik meg az 6sszes olyan k és m egész szamokat (k<m),
melyrel+2+ L +k = (k +1)+(k +2)+L+m.
(Keressiik meg az 6sszes megoldast!)

3. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok n-re lesz egyidoben 2n+1 és 3n+1 is négyzetszam.

4. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan egymas utani harom egész szam van, amelyek
felbonthatdk 2 egész szam négyzetdsszegére!

5. Keressiik meg az dsszes olyan haromszéget, melynek oldalai egymas utani egész szamok
és a teriilete is egész szam.
(Keressuk meg az 6sszes megoldast!)

6. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok egész megoldasa van a x* + y* = z* egyenletnek.
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