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A Nemzetkdzi Magyar Matematikaverseny ismertetése

A Nemzetkdzi Magyar Matematikaverseny ismertetése

2011. marcius 11-t61 15-ig iskolank, a Bonyhadi Pet6fi Sdndor Evangélikus Gimnazium és Kollégium
szervezi a XX. Nemzetktzi Magyar Matematikaversenyt.

1992-ben hataron tuli és hazai matematikatanarok hoztak létre ezt a
versenyt. Célja az itthoni és a kdrnyezé orszagok matematikatanitasa
kozotti kapcsolat szorosabbra fiizése, a tananyagok, a szakmai nyelv
hasznalatanak dsszehangolasa, és természetesen az eredményesség mérése.

A szakmai célokon tul fontos szerepe van annak, hogy az anyaorszagi és a
kérnyezé orszagokbol jott tanulok talalkoznak egymassal, megismerik

egymas gondjait, és a valtozé helyszineken az életkérilményeket. A versenyhez
kapcsolédé kirandulasokon lehetéség van a Karpat-medence egy-egy olyan régiéjanak megismeréseére,
ahova egyébként kis eséllyel jutnanak el a tavolrol érkezé tanulok.

A versenyt paratlan években hazai gimnaziumok szervezik, paros években
pedig ,,korbejar” a Karpat-medence magyar varosaiban.

Az eddigi helyszinek:

1992.: Révkomarom, 1993.: Vac, 1994.: Ungvar 1995.: Paks (ESZI),
1996.: Székelyudvarhely, 1997.: Kaposvar, 1998.: Szabadka, 1999.: Nagykanizsa,
2000.: Dunaszerdahely, ~ 2001.: Debrecen,  2002. Sepsiszentgyorgy, 2003.: Eger,

2004.: Nagydobrony, 2005.: Miskolc, 2006: Zenta, 2007.: Szeged,
2008.: Kassa, 2009.: Gyula, 2010.: Szatmarnémeti.

A matematikabdl legjobb 20 magyarorszagi kdzépiskola 6-6 fos kuldottséggel, Erdély, Felvidék,
Délvidék, Karpatalja 6sszesen kb. 180 fés csapattal vesz részt a versenyen. Zsiiritagokkal,
meghivott el6addkkal egyutt ez kb. 320 fés rendezvény, amelynek kb. 80 %-a versenyzé tanulé.

Iskolanknak jelent6s elismerés, hogy részt vehetiink ezen a rangos versenyen. Tanul6ink rendre a
dijazottak kozott szerepelnek, igy természetes, hogy mi is sorra keriiltiink a rendezésben.
Szatmarnémetiben bejelentettiik, hogy 2011-ben iskolank szervezi a huszadik versenyt.

A verseny szokasrendje szerint a rendezés teljes koltségeit a rendezé varos és iskola allja. A
hataron tali résztvevoktdl nem lehet hozzajarulast kérni, nekik sokszor még az utazas koltségei is nagy
terhet jelentenek. igy minden alkalommal a rendezék probalnak anyagi forrasokat keresni. 360 fonek
az 0t napos rendezvény koltsége kb. 8 000 000 Ft. Ezt egy Szeged, Miskolc, Kassa méretii varosban
sem volt kdnnyii el6teremteni, de egy kisvarosnak, ill. kisvarosi gimnaziumnak csak kilsé tamogatdok
segitségével sikerilhet.

Ez a rendezvény rendkiviil fontos szerepet télt be a magyar-magyar kapcsolatokban, és a Karpat-
medence tehetséggondozasaban, matematikatanitasaban. A résztvevé kb. 260 diakon és 60 tanaron tul
ennek sokszorosa a versennyel kapcsolatba keriil6k szama, hiszen tobbfordulds valogatdk utan jutnak
ide a legjobbak. A felkésziilés soran tobb ezer tanuld hasznalja a korabbi versenyek feladatait, Gtleteit,
és tobb szaz tanar valogat a rendszeresen publikalasra keriil6 szakmai anyagh6l. A program a szakmai
kapcsolaton tal szinvonalas kulturalis rendezvényekkel egésziil ki. Nem véletlen, hogy a rendezvény
hosszu tdvon bizonyitotta miikddéképességét.



Adatok

Adatok
Ssz. Varos Oktatési intézmeény Reszt,vevok
szama

1 |Zenta Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium 14
2 | Bacstopolya Dositej Obradovi¢ Gimnazium 1
3 |Ada Mdiszaki Kdzépiskola 1
4 | Szabadka Svetozar Markovi¢ Gimnazium 4
5 | Nagyvarad Ady Endre Liceum 1
6 |Brasso Aprily Lajos Fégimnazium 2
7 | Nagyszalonta Arany Janos fégimnazium 1
8 |Barot Bardti Szabd David Iskolak6zpont 1
9 |Kolozsvar Bathory Istvan EIméleti Liceum 8
10 [ Marosvasarhely Bolyai Farkas EIméleti Liceum 9
11 [ Szatmarnémeti Kélcsey Ferenc F6gimnazium 3
12 | Csikszereda Marton Aron Gimnazium 11
13 | Nagyvarad Mihai Eminescu Fégimnazium
14 | Sepsiszentgyorgy | Mikes Kelemen EIméleti Liceum
15 | Kézdivasarhely Nagy Mozes ElIméleti Liceum
16 | Margitta Octavian Goga Fégimnazium
17 | Gyergy6szentmiklés | Salamon Erné Gimnazium

=
e}

Zilah

Silvania Fogimnazium

1

1

1

1

1

1
19 [ Sepsiszentgyorgy | Székely Miké Kollégium 6
20 | Székelyudvarhely | Tamési Aron Gimnazium 7
21 | Zseliz Comenius Gimnazium 2
22 | Léva Egyhazi Gimnazium 1
23 | Ogyalla Epitsipari Szakkozépiskola 2
24 | Galanta Kodaly Zoltan Gimnazium 2
25 | Somorja Madéach Imre Gimnéazium 1
26 | Dunaszerdahely Magangimnazium 3
27 | Ipolysag Magyar Tanitasi Nyelvi Gimnazium 2
28 | Pozsony Magyar Tannyelvi Gimnazium 1
29 |Tornalja Magyar Tannyelvi Gimnéazium 1
30 | Kassa Marai Sandor Gimnazium 6
31 |Ersekujvar Pazmany Péter Gimnazium 3
32 [Koméarom Selye Janos Gimnazium 8
33 [ Szenc Szenczi Molnar Albert Gimnazium 1
34 | Batyu Batyui Kbzépiskola 2
35 | Beregszasz Beregszaszi Magyar Gimnazium 7
36 | Salank Mikes Kelemen Kdzépiskola 1
37 | Mezékaszony Kaszonyi Kdzépiskola 1
38 | Mez6vari Mezévari ll. R&kdczi Ferenc Kbzépiskola 1
39 [ Munkacs Munkacsi 3sz. kbzépiskola 1
40 | Nagybereg Nagyberegi Reformatus Liceum 3
41 | Nagydobrony Nagydobronyi Kdzépiskola 1
42 | Nagydobrony Nagydobronyi Reformatus Liceum 1
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Adatok

Ssz. Varos Oktatéasi intézmény Resz'fvevok
szama

43 | Kisvarda 4600, Kisvarda Iskola tér 2. 1
44 | Békéscsaba Andrassy Gyula Gimnazium és Kollégium 1
45 | Budapest Arpad Gimnazium 1
46 |Kecskemét Bényai Julia Gimnazium 4
47 | Nagykanizsa Batthyany Lajos Gimnazium 5
48 | Budapest Berzsenyi Daniel Gimnazium 4
49 |VAC Boronkay Gyorgy Mdszaki K6zépisk.és Gimn. 4
50 | Debrecen DE Kossuth L. Gyakorlé Gimnaziuma 1
Tata E6tvos Jozsef Gimnazium 4
Gyula Erkel Ferenc Gimnazium 2
Paks ESZI 2
Budapest Fazekas Mihaly Févarosi Gyakorl6 Gimnazium 5
Debrecen Fazekas Mihaly Gimnazium 4
Miskolc Foldes Ferenc Gimnazium 5
Baja 1. Béla Gimnazium 3
Pécs Janus Pannonius Gimnazium 5
Nyiregyhaza Krudy Gyula Gimnéazium 2
Gyér Krady Gyula Kézépiskola 1
Veszprém Lovassy L&szI6 Gimnazium 2
Bonyhad Pet6fi Sndor Evangélikus Gimnazium 12
Szeged Radnoti Miklos Kisérleti Gimnazium 5
Gyér Révai Mikl6s Gimnazium 3
Békéscsaba Széchenyi I. Két Tanitasi Ny.K6zg. Szakkdzépisk. 1
Nyiregyhaza Szent Imre Katolikus Gimnazium 1
Eger Szilagyi Erzsébet Gimnazium és Kollégium 4
Kaposvar Tancsics Mihaly Gimnéazium 5
Keszthely Vajda Janos Gimnazium 1
Paks Vak Bottydn Gimnazium 4
Brusszel Ecole Européenne de Bruxelles | Uccle 2
Tanul6 0sszesen 220
Tanér 0sszesen 82




Olah Gyoérgy, Komarom

Olah Gyorgy, Koméarom
Oldjuk meg a 3¥ = x? - 22x + 40 egyenletet a pozitiv egész szamok halmazan.

Megoldaés:
Az egyenlet jobb oldalat szorzatta alakitva, majd az egyenlet két oldalat felcserélve kapjuk:

(x-2)(x-20)=3" @

Legyen X = 2 = 3" ; x=20=3" anoim+n=y
3"-3"= X—2—(X—20) :18;3m>3“:>m>n
32 (3m—2 _ 3n—2) =322 /32
3m-2 _ 3n-2 - 2
(3m-n _ 1)3n-2 =2
n-2=0=>n=2m-n=m-2=1=>m=3
X-2 = 3M =33 =27 => x = 29. Ezt visszahelyettesitve az (1)-be
(29-2)(29-20)=3¥y=>3¥=27"-9

y=3°

y=>5
Tehat az egyenletet az x = 29 és y = 5 pozitiv egész szamok elégitik ki.

= (x - 2)(x - 20) itt a két szorzat kozott 18 a kiilénbség!
3 hatvanyai:  1; 3; 9; 27; 81;
27-9=18 teht x=29 és y=5

Balazsi Borbala, Beregszasz

Bizonyitsd be, hogy az alabbi sorozatok mindegyikében végtelen sok dsszetett szam van!
a)2°+1, 4°+1 6°+1, 8 +1, ...
b)4? +1, 14° +1, 24° +1, 34> +1, ...

Megoldas:
a)X, = (2n)2 +1=4n?+1, ahol n pozitiv egész. Ha n utolsé szdmjegye 1, akkor X, utolso

szamjegye 5 . Ezért X, oszthaté 5-tel. Ha n>1, X >5 ,azaz X, Osszetett szam.
b)x, = (10(n -1)+4)’ +1=100(n -1)° +80(n -1)+17, ahol n pozitiv egész. Ha N =17k +1,

ahol k pozitiv egész, X, oszthat6 17-tel és nagyobb 17-nél, ezért dsszetett szam.

a)  n=2ke, akkor n? +1= (2k2f +1=4Kk* +1= 4k* + 4k +1- 4k = (2k? +1) - (2K)?
b.) n=10A+4 akkor A=17k és A=17k+6
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Kovécs Béla, Szatmarnémeti

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Egy tablara felirtuk az 1, 2, 3, ... 28 szamokat. Egy-egy alkalommal letérlink két a és b szamot, s
helyettiik felirjuk az ab + 2a + 2b + 2 szdmot. Ezt ismételve 27-szer, csak egy szdm fog maradni.

Melyik ez a szam?

Megoldas:
ab+2a+2b+2=(a+2)(b+2)—2 felirasalapjanaz S=(a+ 2)(b + 2)(c + 2)(d + 2) ... sth,

szorzat nem valtozik. Ez ebben az esetben (28 + 2)! : 2 = 30! : 2. Az utolso felirt sz&m ennek

I
alapjan: % -2.

Szab6 Magda, Szabadka

A 10x10 —es tablazatban bekereteziink minden sorban és oszlopban egy-egy szamot, tehat 6sszesen 10
elemet. Van-e ezen elemek koézott mindig legalabb két azonos szam?

012 ..9
901 ..8
890 ..7

Megoldas:

A tdblazatban minden elem kongruens a sora és oszlopa elsé elemének 6sszegével modulo 10 szerint,
tehat a bekarikazott szdmok Osszege (0+1+2+...+9)+(0+9+8+...+1)=90 azaz oszthatd6 10-zel. Ha
minden kivalasztott szam kiilonb6z6 lenne akkor 0+1+2+...+9=45 és ez nem oszthat6 tizzel azaz a
bekarikazott szamok kdzott van legalabb két azonos.

Katz Sandor, Bonyhad

Allapitsuk megaz A= x+ 1 X2 + iz kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét,
X X

ha x pozitiv valds szam.

Megoldaés:

Vegylk észre, hogy ha B =x + 1 + /x2 + iz , akkor AB=2. Tehat A = 2/B.
X X

Mivel B minden pozitiv x-re pozitiv, ezért A is pozitiv.



Kovécs Béla, Szatmarnémeti

Ha x nagy, vagy x kozel van 0-hoz, akkor B tetsz6legesen nagy értéket vesz fel, ezért A tetszélegesen
kozel keril 0-hoz, igy A-nak minimuma nincs, (alsé hatara 0).

Tudjuk, hogy ha x pozitiv, akkor x + 1s 2, ezért B minimuma 2+ \/E
X

Tehat A legnagyobb értéke =2- \/E , ezt x=1 esetén veszi fel.

2
2+4/2
Ha X =tga , akkor

A =tga +ctga - tgza+ctgza — 1 _ SiIn"a +Cos a _

sina cosa sina cosa

_2-+/4-2sin"2a _ 2sin2a ¢ 2

sin2a  2+./4-2sin?2a  2+-/2

1 2
Haa=x*+ " akkor A=~Ja+2--Ja=——— — as?2
a 2 akkor a+2+.a

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

2 n
Igazoljuk, hogy: 72+272+ Lot 2 — < E barmely n31 esetén.
1+2% 1422 1+2* 3
Megoldas:
k
Az 0sszeg egy tetszdleges tagja: o Ezt bovitjik és alakitjuk ugy, hogy felbonthassuk két tort
1+2
dsszegére.
2|( ~ 2k(22k _l) ~ 2k X22k _2k _ 2k X22k +2k _2k+1 _ 2k(22k +l)_2k+1
1422 @+29)@% -1 @+ 22)R¥ -)  @+2)EF -) @27 -Y)
2k(22k +l) 2k+l 2k 2|(+l
@+22)% -1 @+22)% -1y 22 -1 221
Ennek alapjan: + 2° + + 2" _ éi = é& 2" - 2k 9 -
1422 1427 1427 q1+27 k:1§22k -1 2% 13
2 2n+l 2
= - - n+l <—-.
3 9227 _1 3



Kovécs Béla, Szatmarnémeti

) 2 22 2" 5 2K e ok 2k 0
Altalanositas: 5+ T a = as TR e
1+p® 1+p? 1+p?  G1+p? agp? -1 p?l -1
n+l
22 - ZM < 22 , hap>1.
p°-1 p? -1 p°-1
o 5 2132 2%:3% 2"i3? B 2kkg? g
Példaul p= — esetén: 7 T ~t ot a————= <.
3 5°+3° 52 +32 52 +32 ;5% +3%2 8
. i . 1 2 2° 2"
Eredeti helyett 1/3-ot mind a két oldalhoz adva + >+ ~+...+—<1
1+2 1+42° 1+42° 1+ 22
a feladat.
Szamolva az elemeket:
L1 hianyzik 2= 2
3 3 27 -1
2
1+g 1 hiényziki:7§
3 5 15 15 27 -1
1 2 4 247 ., .8 2
—+—+— hianyzik — = ——
3 5 17 255 255 27 -1
2 n n+l
Sejtés: ! + 22+ 2 ~+...+ 2 —=1- %1
1+2 1+2° 1422 1+ 22 2% -1
Ezt teljes indukcioval!
l. Kész!
1 2 22 2k _ 2k+1
2+1+22+ 22+"'+ oK =1- okt
Il. Tf. n=k-ra 1+ 1+2 1+2 2° -1 igaz
I1. n=k+1-re
1 2 22 2k 2k+l 2k+1 2k+1
+ 2+ pt. et k+l:1_ K+ t =
1+2 1+2° 1422 1+2%  1+2? 22 -1 22 +1
=1+ 2418 LR S Y PPV 2" -1:2% 1 1+2 a0 \ =
622k+1 +1 22k —1@ ( kil x22k+1 ) ( okt 1X22k+1 _1)
k+2 k+2
ST A T
gkl _1 22 _1

Az éltalanositas ugyanigy miikodik:

2 22 2" 5 2K
+ .t - a "
1+p% 1+p? 1+p? al+p?
helyett
1 2 2? 2" & 2 2 1 1
+ + 22+...+ 2n—a_ Zk<2

1+p 1+p2 1+p



Balazsi Borbala, Beregszasz

helyett az élesebb
1 2 2° 2" 5 2¢ 1 2"t
+ 2 + 2 + e + n = a k = - n+l
1+p 1+p® 1+p? 1+p?  Gol+p? i

és ez megy indukcidval természetesen!

Balazsi Borbala, Beregszasz

2 + 2
X,y szamokrol tudjuk, hogy x >y és Xy =1. Bizonyitsd be, hogy XY s 221

Megoldas:
X +y? =(x-yf +2xy=(x-yf +2 és x - y > 0. Akkor

2
x2+y2:(x—y) +2:(x_y)+ 32 [(x-y)x 2 =22
X-y X-y X-y X-y

Induljunk ki a kdvetkezé igaz allitashol:
(x— y—ﬁ)2 30

X2 +y2+2-2/2x+2/2y-2xy 30
X2 +y2+2-2/2x+2/2y-230
X* +y?32./2x-2./2y

X’ +y? 3 2:2(x-y)

Yo,
X=y

Legyen X =tga y = ctga
ekkor

2 + 2
ctg‘a+tga 4 Zﬁ
cgta -tga
, cos'a +sin‘a

. . 32
(cos?a -sin®a Jsina cosa




Borbély Jozsef, Tata

2-sin’2a
sin 2a cos2a

2_1—cc2)54a3 2sinda

32&

332ﬁsin4a—cos4a sinfzzf; cosf:; 0<f<g

13 sin(4a - f)
Egyenléség

4a—f:2+2kp

a_1tp+kp
48 2

po
X= ctg + =
g 8¢

Borbély Jézsef, Tata

Jeldlje tetszéleges pozitiv egész n szam esetén t(n) az n szam kilénbdzé primosztdinak szamat.
Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n szdm van, amelyre

a, t(n?+n) paratlan

b, t(n>+n) péaros.

Megoldéas

Mivel n és n+1 minden pozitiv egész n-re relativ primek, ezért t(n)+t(n+1)=t(n>+n). Szinezziik azokat
a pozitiv egész k szamokat, amelyekre t(k) paratlan, pirossal, és azokat, amelyekre t(k) paros, kékkel.
Ekkor végtelen sok piros és végtelen sok kék szam keletkezik.

Induljunk el egy tetszéleges kék szamtol és mindig adjunk hozza egyet. VVéges sok l1épés utan egy
piros szamhoz jutunk. Tehat ilyen tipusu lépésekkel végtelen sok olyan (n,n+1) szampar talalhato,
amelyekre t(n) paros és t(n+1) paratlan. Ezekre a pozitiv egész n szdmokra t(n?+n) paratlan, ezzel a
feladat a, részét belattuk.

A b, rész megoldasahoz definialjuk a kdvetkez6 Ay halmazokat: az Ax halmaz elemei legyenek a
4k Aky1 Ak+p ... 3*4K szamok, ahol * a szorzast jelenti (k=1, 2, 3, 4,......). Az ily médon
definialt A, halmazok paronként diszjunktak és a legkisebb elemiik piros, mig a legnagyobb elemiik
kék. Mindegyik A;halmaznak pératlan sok eleme van. Azt allitjuk, hogy mindegyik ilyen halmazban
van két szomszédos egyszinii szam. Tegyuk fel indirekt, hogy ez nem igaz. Ekkor induljunk el a
legkisebb elemt6l, ami piros: innentdl egyesével tovdbbhaladva a szinek felvaltva kdvetkeznek, azaz a
paros szamok szine piros, a paratlanoké pedig kék az indirekt feltevés szerint. De ez azt jelentené,
hogy a halmaz legnagyobb eleme, 3*4¥ is piros lenne, ami ellentmondas. Tehat minden A, halmaz
tartalmaz olyan (n,n+1) szdmpart, amelyre t(n) és t(n+1) paritasa azonos, ezekre t(n>+n) paros lesz.
Mivel az A, halmazok paronként diszjunktak, ezért a b, allitas is bizonyitast nyert.

t(ab)=t(a)+t(b)  ha(a;b)=

t(n? +n) = t(n(n+1)) = t(n)+t(n +1)

t(k) paratlan, pirossal, és azokat, amelyekre t(k) paros, kékkel.
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Kiss Sandor, Nyiregyhaza

Bizonyitani, hogy egymas utan végtelen sokszor kovetkezik két azonos szinti és végtelen sokszor
kovetkezik két eltéré szinti.

t(2”): piros t(2*3”): kek
t(3”): piros t(3*5”): kek

Végtelen sok péaros piros, végtelen sok paros kék
Végtelen sok péaratlan piros, végtelen sok paratlan kék

Ez mar elég. ugyanis

Ha egy id6 utan csak egy szin lenne, ellentmondas
Ha egy id6 utan csak valtakozna, ellentmondas

Kiss Sandor, Nyiregyhaza

Legfeljebb hany oldalu lehet egy olyan konvex sokszdg, amely feldarabolhatd olyan derékszogii
haromszogekre, amelyek hegyesszdgei 30 és 60 fokosak? (Megjegyzés: a feldarabolas soran csak ilyen
haromszog keletkezhet, mésféle sokszdg nem)

Megoldas:

Tegylik fel, hogy egy konvex sokszog
feldarabolhatdé a kivant mddon. Mivel a
felosztasban szereplé haromszdgek minden szoge
30° egesz szamu tObbszorose, ugyanez igaz a
soksz6g minden egyes szOgére, vagyis azok
legfeljebb 150°-0s szégek lehetnek. Ennek
megfeleléen a soksz0g minden kilsé szbge
legfeljebb 30°-0s. Mivel ezek 6sszege 360° a
sokszdgnek legfeljebb 12 oldala lehet.

Az abran egy megfelel6 12 oldalu sokszOget
lathatunk. Ez agy keletkezett, hogy elészor két
megfelel6  egybevdgé  haromszdget  egy
téglalappa illesztettiink 0Ossze. Ezutan a hosszabbik oldalak folé harmad ekkora
haromszdgekbol 6sszerakott szimmetrikus trapézokat illesztettlink, és hasonloképpen jartunk
el a rovidebb oldalakat illetéen is.

Mennyire lehet felbontani egy haromszdget? Milyen haromszoget lehet felbontani?

Es négyszoget?
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Szab6 Magda, Szabadka

Szab6 Magda, Szabadka

Létezik-e olyan teljes négyzetszam, amelynél a szamjegyek 0sszege 20112020 ?

Megoldas:
Ha az x szam szamjegyeinek szama 9n+1 akkor az x3 szamjegyinek 6sszege is ilyen alaki szam és
ennek négyzete is ilyen. 20113 =9k+1 azaz 2011° = 9N+1.

A 2011210 =(2011%)%5 = 9M+1 azaz 2011%°*° ©1(mod9)
x? = (2x10" -1)® = 4x10* - 4x10* +1=
= 400...0 - 400...0 +1 = 399...9600...01

Az x? szamjegyeinek 0sszege 3+6+1+(k-1)9= 9k+1 ahol k természetes szam tehat minden ilyen x
szamra teljesl.

Haaz X =2¢10* =1 akkor

Il. Ha x =33...32 ahol k-1 szdmu 3-as van igy az

k
x? =33..32%2 = (10 '4)2 :1(102k - 8x10% +16) :3(102k -1)-8x1(10k -1)+1
9 9 9

amelynél a

=11..2-88..8+1=11...22...24
szamjegyek 6sszege (k-1)1+(k-1)2+4=3k+1 minden k természetes szamra 2011°°° ©1(mod3).

Mennyi lehet a szdmjegydsszeg? 0, 1, 4, 7 (mod 9). El6 is all?

Katz Sandor, Bonyhad

Egy egyetemista megirt mar néhany tesztet, és az utolsé megirasa el6tt szamolgat: Ha az utolsét 97
pontosra irom, akkor az atlagom 90 pont lesz, ha csak 73 pontra sikerdil, akkor is 87 pont lesz az
atlagom. Hany tesztet irt eddig az egyetemista?

Megoldas:
Ha eddig x tesztet irt, és az atlaga y pont volt, akkor az Uj, (x+1)-edik megirasa utan az atlaga
+ +
Xy 97:90 Xy 73:87
x+1 vagy X*1 lesz.

Xy +97 = 90x + 90
Xy +73 =87x + 87
24=3x +3
X=7

Tehat eddig 7 tesztet irt az egyetemista és ezekbdl xy = 623 pontot szerzett. atlagosan 89-et. Ez
megfelel a feltételeknek, mert (623+97)/8=90 és (623+73)/8=87

Ha 25-gyel kevesebb pont esetén az atlag 3-mal csokken, akkor 8 a dolgozatok szama, eddig tehat 7
dolgozat sziiletett.
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Kovécs Béla, Szatmarnémeti

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Mennyi az (5 + 3tgx)? + (5 —3ctgx)? legkisebb értéke, amikor x I R—{kp |k 1 Z}>.
Megoldas:

Vizsgaljuk az adott kifejezést.

(5 + 3tgx)? + (5 — 3ctgx)? =25 + 30tgx + 9tg? x +25 — 30ctgx + 9ctg? x = 9(tg? X + ctgx) + 30(tgx —
ctgx) + 50 = 9(tgx — ctgx)? + 18 + 30(tgx — ctgx) + 50 = (3tgx — 3ctgx + 5)? + 43 .

A kifejezés legkisebb értéke 43, és ezt el is éri, amikor 3tgx — 3ctgx +5=0, ahonnan tgx =

~1+4/61
6

ésilyen x érték létezik is.

a = tgx E:ctgx
a
(5+3a) +95_§9 _99a +i9+30ga—19+50
ag a [} ag
b=a-1 b2+2:a2+i2
a a

ofb? +2)+30b+ 25 = 9 +30b + 68 = (30 +5) +43

Kantor Sandor, Debrecen

Lehet-e egy poliéder minden cstcsaban kiilénbdzé pozitiv egész szamot elhelyezni gy, hogy két
cstcsban elhelyezett szdm pontosan akkor relativ prim, ha a cstcsokat él kéti dssze?

Megoldas:

Az elhelyezés lehetséges, ennek bizonyitasat egy, a feltételeknek megfelel6 elhelyezés megadasaval
végezzik.

El6szor tekintslik azokat a cstcsparokat, amelyeket nem kot dssze él a poliéderben, és rendeljink
minden ilyen csucsparhoz egy primszamot, killénbdzé csucsparhoz kilonbozot. A cstcspar mindkét
cstcsaba tegytik be (ez még nem az elhelyezés! ) a cstcsparhoz rendelt primszamot. Ezutan a poléder
minden cstcsaba tegytink egy primszamot Ugy, hogy ezek egymastol is és a korabban a cstcsparokhoz
rendelt primszamoktdl is kiilonbézok legyenek.

Minden csUcsndl az igy betett primszamok szorzata legyen az illet6 csucsban elhelyezett szam. Ezek
kilénbdz6k, mert a masodik betételnél hasznalt primszamban biztosan kilénbdznek. A csucsparoknal
is kiilonb6z6 primszamokat hasznaltunk, ezért az éllel 6sszekotott csiicsokban elhelyezett szamok
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Szab6 Magda, Szabadka

relativ primek. Ha két csticsot nem kot 6ssze él, akkor ehhez a csticsparhoz rendelt primszam kozés
tényez6je a két csticsban elhelyezett szamnak.
Tehét ez az elhelyezés kielégiti a feltételeket.

Szab6 Magda, Szabadka

Van-e olyan 4020 természetes szdmot tartalmaz6 B halmaz, amelynek minden 2011 elemet tartalmazo
részhalmazaban az elemek 6sszege nem oszthat6 2011-gyel!

Megoldas:

A C halmaznak elemei 2010 kilonbdz6 természetes szam, amelyek oszthatok 2011-gyel pl. {2011 k,
ahol a k=1,2,...2010}.

A D halmaznak elemei 2010 kiilénboz6 természetes szam, amelyeknek 2011-es maradéka 1 pl.
{2011 k+1, ahol a k=1,2,...2010}.

Legyena C és D metszete a D halamaz és ennek valamely 2011 elemii részhalmaza A.

Legyena A és D metszetének k eleme, ahol a k=1,2,...2010, akkor az A és C metszetének 2011-k
eleme van. Ezért az A elemeinek dsszege 2011-es maradéka

(2011-k) 0 + k 1 = k tehat nem oszthat6 2011-gyel, mert a k=1,2,...2010

Kantor Sandor, Debrecen

Legyenek m és n olyan pozitiv egész szamok, amelyek relativ primek, és 1< m < n is teljesdl.
Bizonyitsa be, hogy — eléallithato (véges sok) kilonboz6 torzstort dsszegeként! (A torzstort olyan
n

tortszam, amelynek szamlal6ja 1, nevezéje 1-nél nagyobb természetes szam.)

Megoldas:
A bizonyités indirekt. Ha lennének torzstortek dsszegeként nem eléallithatd, a feladatban leirt alaku

tortek, akkor ezek kozott a —2 tort legyen olyan, amelynél kisebb szamlaloju nincs kozottik. Legyen
nO
x olyan természetes szam, amelyre teljestl, hogy myX >n, >m, (x - 1). Ilyen nyilnvéan van (szigoru
. . . o rAls 4 . oo oomy 1 _omgx-n, _m
egyenlétlenséggel is), mert a szamlald és a nevezé relativ prim. Igy —-—= ——=—
N, X XN, Xn,
. _ _ oMy ) . My o e o
Mivel m, =myX - n, =m, ezert — felirhato torzstortek dsszegekent, de akkor — is felirhato, és
n
0 0
ez ellentmondas.
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Kéantor Sandor, Debrecen

Kantor Sandor, Debrecen

Legyen a, (nT N +) a \/ﬁ -hez legkozelebbi egész szam. (Ha n négyzetszam, akkor a, = Jn )

.1 1 ) -
Mennyiaz —+ —+...+ 0Osszeg értéke?

a2 a2011

Megoldas:
1 .2 1 .2
Legyenek k és n olyan pozitiv egész szamok, amelyekre aék - 59 <n< aék + 59 és n<2011,
e g e g

igy k* -k <n<k®+Kk.Tehataz S osszeghen L dricke
a’l az aZOll k
(k2 + k)— (k2 - k) = 2k -szor fordul els, és ezek dsszege 2k X% =2.

Mivel 2011= 447 + 44+ 31 ezért a keresett dsszeg 442 + 31X4—15 = 88%.
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